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Vorwort des Herausgobers. 

Dieser Veroffeutlichung der Dirichlet^Hnhau VorleHungoü 
über die im umgekehrten VcrbUliniss des Quadrats der Eni- 
fernuDg wirkenden Kräfte^ \^^^ denen mit Recht gesagt 
worden ist, dass sie das beste Lehrbuch über jenen Gegen- 
stand bilden' würden" (Heine, Handbuch der Kugelfunctionen. 
1861), liegt ein von mir, dem e« vergönnt war, noch silmmt- 
liche Vorlesungen Diridilets zu hören, im Wintersemester 
1856 — 57 geführtes Heft zu Grunde. Ich habe es mir zur 
Aufgabe gemacht, die genannten Vorlesungen möglichst ge- 
treu, ohne irgend welche Zusätze oder Kürzungen oder Ver- 
änderungen, wiederzugeben, und etwaige Zusätze oder Citate, 
die mir noth wendig oder wünschenswerth schienen, in einem 
Anhange gegeben. Nur einmal habe ich mir in der An- 
ordnung des Stoffes eine Abweichung von Dirichlet erlaubt, 
indem ich den Satz über die charakteristischen Eigenschaften 
des Flächenpotentials, den Dirichlet erst zu Anfang des sechsten 
Abschnittes gab, an das Ende des dritten Abschnittes ver- 
legt habe, wo er mir passender zu stehen schien. Unter 
den Zusätzen, die mir für ein vollständiges Lehrbuch der 
Potentialtheorie nothwendig schienen, ist namentlich der 
strenge Dir iclüef sehe Beweis für die Entwickelbarkeit einer 
für alle Punkte der Kugeloberfläche gegebenen Function 
nach Kugelfunctionen zu nennen, der möglichst genau nach 
der Dirichlet sehen Abhandlung hierüber (im 17. Bande des 
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Cr elle^ sehen Journals) mitgetheilt ist. Ich glaubte hierin 
ganz im Sinne DiriMefs zu handeln^ der diesen Beweis nur 
wegen der Kürze der Zeit in jenem Wintersemester fort- 
gelassen^ aber wiederholt und nachdrücklich auf die genannte 
Abhandlung verwiesen hat. Ausserdem sei hier noch eine 
Berichtigung von Dirichlefs historischer Darstellung des 
Laplace^ sehen Satzes über die Wirkung einer unendlich dünnen 
schalenförmigen Masse in der Nähe ihrer Oberfläche hervor- 
gehoben. Die Dirichlefsehe Darstellung beruht offenbar auf 
einem Irrthum, wie die hierauf bezüglichen, ausführlich mit- 
getheilten Stellen aus Poisson's Abhandlung über die Ver- 
theilung der Elektricität auf der Oberfläche leitender Körper 
zur Genüge darthun werden. 

Schleswig, im Mai 1876. 

F. Grube. 
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Erster Abschnitt. 
Das Potential einer einen Ranm erfßllenden Masse. 

§. 1. 

Die Untersuchungen y welche den Gegenstand dieser Vor- 
lesungen bilden^ datiren von der Entdeckung des Newton'schen 
Gesetzes, nach welchem zwischen je zwei Massenelementen 
eine Anziehung stattfindet, welche ihrer Masse proportional 
und dem Quadrat ihrer Entfernung umgekehrt proportional 
ist. Nachdem dies Gesetz erkannt war, entstand das i^oblem, 
die Wirkung zweier sich gegenseitig anziehenden Massen von 
endlicher Ausdehnung auf einander zu bestimmen. Jenes 
Gesetz ist nämlich ein Elementargesetz, insofern es nur für 
zwei Massen gilt, von denen jede in einem Punkte concen- 
trirt ist. Wenn die Massen also von endlicher Ausdehnung 
sind, so ist die Gesammtwirkung aus unendlich vielen Elementar- 
wirkungen zu bestimmen. Deshalb lässt sich jenes Problem 
im Allgemeinen ofi*enbar nicht lösen; nur für gewisse Formen 
der anziehenden Massen wird die Losung möglich sein. Hin- 
gegen besitzt jene Wirkung gewisse allgemeine Eigenschaften, 
die von der grössten* Bedeutung sind. Mit der Betrachtung 
dieser allgemeinen Eigenschaften, welche eine Folge des 
Newton'schen Gesetzes sind, werden wir uns zu beschäftigen 
haben. 

Zunächst bestimmen wir die Wirkung, welche eine 
Masse von endlicher Ausdehnung auf eine in einem Punkt 
concentrirte Masse ausübt. Es ist aber zweckmässig, vor- 
läufig statt der Masse von endlicher Ausdehnung ein System 
einzelner, von einander getrennter, materieller Punkte zu be- 
trachten. 

Diriohlet, Potenti&ltheorie. 1 
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^•rbslt man drei Reihen von Kräften von 
liehe Kräfte einer jeden Reihe dieselbe 
I durch Addition zu Einer Kraft zu- 
I kt'uuen. Jede der drei Comi>ouenten 
muii die zu zerlegende Kraft mit dem 
llteU multiplicirt , welchen sie mit der Rieh- 
welcher zerlegt wird. Nennen wir die 
die Richtung JUm mit den drei Co- 
li:, /}, y, so sind die drei den Coordt- 
lelen Coinponenten der Kraft - , : 



i Componenten der Gesammtanziehung durch 
2iDet, so hat man 

• kM (" (08 a-i-^, cosa +.. .) 
= kM >^ -r cos a, 

— — r CM «, -^^ — COS ß, ^-^' — COS y , 




iakt<- {x, y, z) stattfindende Kraft R 

\a ihre Richtung mit den drei 

aus den drei Componcnten 

Rcos v, 



2 Erster Abschnitt. 

Drücken wir die nach dem Newton'schen Theorem zwischen 
zwei materiellen Punkten stattfindende Kraft durch eine For- 
mel aus, so wird darin eine gewisse Constante vorkommen, 
welche abhängig- ist von der Wahl der Einheit der Masse 
und der Kraft. Für die Bestimmung der Krafteinheit ist 
bekanntlich eine Zeit- und eine Längeneinheit erforderlich; 
nachdem diese festgesetzt sind, hat man auch eine Einheit 
für die Geschwindigkeit; ausserdem hat man auch eine be- 
liebige Masseneinheit anzunehmen. Nachdem dies Alles ge- 
hörig bestimmt ist, hat man auch ein Mass für die Kraft: 
die Kraft P ist nämlich diejenige Kraft, welche der Massen- 
einheit die Geschwindigkeit P ertheilt, nachdem sie eine 
Zeiteinheit hindurch auf dieselbe mit gleicher Intensität ge- 
wirkt hat. Hat man nun zwei in zwei Punkten cbncentrirte 
Massen m und m, in der Entfernung r von einander, so ist 

p = — 2 - der Ausdruck für die Ki*aft, welche m auf m und 

7n auf m ausübt; die Constante h ist offenbar diejenige 
Kraft, welche eine Masseneinheit, bei der Entfernung 1, auf 
eine andere Masseneinheit ausübt, und hängt von der Wahl 
der Einheiten ab. 

Es sei nun ein festes Massensystem gegeben und die 
Kraft zu bestimmen, welche dies System auf die in einem 
Punkte concentrirte Masse M ausübt. Die einzelnen Massen 
des Systems seien w, m, ni\ . .^ die Coordinaten derselben, 
bezogen auf drei beliebig gewählte auf einander senkrechte 
Coordinatenaxen, resp. a, fe, c; a', fe', c . . . ., die Coordinaten 
von ilf seien x, y, z\ die Entfernungen zwischen M und 
m, m, m" . . . seien resp. r, /, /'... . Die Kräfte, welche 
die einzelnen Massen m, m . . . auf M ausüben, sind resp. 

— 2 ~ } — ~^~ • • • • Nach den Regeln der Statik, mit Hilfe 

des Kräfteparallelogramms, können alle Kräfte, welche auf 
einen Punkt wirken, zu Einer Kraft zusammengesetzt werden; 
aber es ist besser, nicht die erste Kraft mit der zweiten 
zusammenzusetzen, dann deren Resultante mit der dritten 
u. s. w., sondern vorher alle einzelnen Kräfte nach drei auf 
einander senkrechten Richtungen in drei Componenten zu 
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zerlegen. Dadurch erhält man drei Reihen toii Kräften von 
der Art, daas sanuntliche Kräfte einer jeden Reihe dieselbe 
Richtung haben, mithin durch Addition zu Einer Kraft zu- 
sammengesetzt werden können. Jede der drei Uomponenten 
wird erhalten, wenn man die zu zerlegende Kraft mit dem 
Cosinus des Winkels multiplicirt, welchen sie mit der Rich- 
tung bildet, nach welcher zerlegt wird. Nennen wir die 
drei Winkel, welche die Richtung Mm mit den drei Co- 
ordinatenazen bildet, a, ß^ y, so sind die drei den Coordi- 

natenaxen parallelen uomponenten der Kraft , 

kMm kMm ^ kMm 

-71- cos «, -"Ti— cos ß, —^ cos y. 

Werden die drei Componenten der Gesammtanziehung durch 
X, T, Z bezeichnet, so hat man 

X = Ä:3f ( , cos a -j" "^ cos «'-{"•••) 

= TiM ^ ~ cos g, 
r=A3f2^co8/l, 

Z=Ä-3f^^co8y; 

und da 

a — X h — y a c — z 

= COS «, "^ = cos p, = cos y , 

so ist auch 

m (a - x) 






Die ganze in dem Punkte (x, y, z) stattfindende Kraft H 
und die Winkel A, /it, v, welche ihre Richtung mit den drei 
Coordinatenaxen bildet, erhält ma^ aus den drei Componenten 
mit Hilfe der Gleichungen 

X = iZ cos A, F = i? cos ^y Z = R cos v, 



R = ]/(X^ + 1^ + Z"). 



Knter Abschnitt. 



.Italic (Irt>i Siniinion. welche die Coniponeaten des Syaten 
iliiritti'IUui, iM'nilxo» r.woi bomwkeDswerthe Bigenschaftai, k 
^M'U'lu'u «lit» tülgi'moiiit' Thonrii» Wruht. 

f/Mo/lV-Hfttf t-'imr Summt. 
Km Mt tiHiMlii'li 



- (. - - - - r 



«•rjtiol»! lucli 



i.V^"- 



\ - i V N- 




Erster Abschnitt. 



§.2. 

Jene drei Summen, welche die Componenten des Systems 
darstellen, besitzen zwei bemerkenswerthe Eigenschaften, auf 
welchen die allgemeine Theorie beruht. 

I. Jene drei Stimmen mid die partiellen Differential- 
qiwtienten Einer Summe, 

Es ist nämlich 

r^ = (a; - o)« + («/ - by + (z-cy', 

daraus ergiebt sich 

dr X — a • 

dx r ' 



und daraus 



Da femer 



^^^ r* dx 



r^ dx 



d- 
r 

dx' 



so hat man 



oder 



md— 
^^ dx 



(1) 



X = kM 



Y=kM 



d£^ 

r 



Z = kM 



dx 


r 


dy 


r 



dz 



Der Ausdruck 



V^ = ÜL + ^ + ::;,+ 



m 
r 



m 

7 

r 



d. h. die Summe aller- wirkenden Massentheilchen, jedes 
durch seine Entfernung vom angezogenen Punkt dividirt, 
spielt eine grosse Rolle, uChd wird das Potential genannt. 

Der Factor M. in den Formeln (1) kann fortbleiben, 
wenn wir dem angezogenen Punkt die Masse 1 geben; eben- 
falls kann die Constante Ä der Einheit gleich gesetzt werden, 
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wenn nur die Masseneinheit passend gewählt wini: es wird 

k = 1, wenn als Massen eiuheit der (]/Ä)te Theil der ur- 
sprünglichen Einheit genommen wird. Unter diesen Vor- 
aussetzungen wird^ wenn wir das Potential durch t* bezeichnen: 

Y f^^ y ^^ y ^ 

(Ix ' dy ' ' dz ' 

Uebrigens gilt diese Eigenschaft der Componeuten, die 

partiellen Differentialquotienten Einer Summe zu sein^ für 

jedes Anziehungsgesetz, nicht blos für das Newton'sche. Es 
sei nämlich 

p = fnmf(r), 

80 wird 

Ist femer 

//•(r)(/r=-9,(r), 
SO hat man 

V _ ^ <i<p(r) dr _ '^j;7 d<p(r) _ d£m<p{r) 
^^ dr dx ^^ dx dx 



Auch für die magnetischen und elektrischen Flüssig- 
freiten gilt bekanntlich das Newton'sche Gesetz; da aber 
zwei magnetische oder elektrische Massentheilchen sich ab- 
stossen, wenn sie gleichartig sind, und sich anziehen, wenn 
sie ungleichartig sind, so ist hier 

A' M m 
P = JT- • 

Wenn also eift System magnetischer oder elektrischer Massen- 
theilchen m , ni * ' ' auf ein gleichfalls magnetisches oder 
elektrisches Massentheilchen wirkt, uud wenn wir annehmen, 
dass das Quantum magnetischen oder elektrischen Fluidums, 
welches letzteres besitzt, gleich — 1 sei, so können wir 
wieder setzen 

V = ^ m{a — x) 
In dieser Summe kann m auch negativ wevdeu, was freilich 
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bei der Gravitation zwischen ponderablen Massentheilchen 
keinen Sinn hatte. 

IL ZudscJien den drei Derivirten der Componenten oder 
den zweiten Derivirten des Potentials nach den Coordinaten 
X, y, z des angezogenen Punktes findet folgende hemerJcenswerthe 
Belation statt: 



dX .dY .dZ^^ 
dx "^ dy "^ dz ' 



oder 



d^v _. d*t? , d^v ^ 

dx^'^dy^'^dV^~ 

Durch Differentiation der Gleichung 

nach X ergiebt sich nämlich 

dX d*^ "^ / 1^ 3 (g — x) dr \ 

dx dx^ ^j \ r* r* dxj 



2 -» (- ft + '-^- ">> 



ebenso ist 



dy dy^ ^ 



/_ 1 ^ 3 (y - &)» \ 



dz ~ dz''~ ^ ^\ r« "^ ~r^ ) ' 

Durch Addition dieser drei Gleichungen ergiebt sich die 
Behauptung. 

Diese von Laplace^) zuerst bemerkte Eigenschaft des 
Potentials bildet die Grundlage aller Untersuchungen über 
das Potential. # 

§. 3. 

Gehen wir von einem System discreter Punkte zu einem 
körperlichen Raum über, der von den anziehenden Massen- 
theilchen stetig erfüllt ist, so verwandeln sich die betrachteten 

dX 

Summen für v, X, ^ — oiBFenbar in dreifache Integrale. Be- 

CvX 

zeichnen wir irgend ein Raumelement durch dTj und die 
Dichtigkeit in demselben durch h^ so wird; 



(1) 
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dX d*r 



dx dx^ 

Die Integrationen erstrecken sich Aber den ganzen Kaum, 
den die anziehende Masse einnimmt 

Den Punkt (.r, y, z), in welchem die Masse concentrirt 
ist, auf welche die Wirkung, sei es eines Systems discreter 
Massenpunkte, oder einer einen liaum stetig erfüllenden 
Masse, ausgeübt wird, wollen wir von jetzt an, der Kürze 
halber,' beständig mit dßm Buchstaben bezeichnen. Wäh- 
rend bei einem System discreter Massenpunkte der Punkt 0, 
wenn anders jene Summen bestimmte endliche Werthe haben 
sollen, nicht mit einem Punkte des Systems zusammenfallen 
darf (denn dann würde in einem Gliede jener Summen der 

Factor , und mithin dies eine Glied selbst unendlich werden), 

so. kann bei einem continuirlich mit Masse erfüllten Kaum 
dieser Punkt sehr wohl im Innern der Masse liegen. Denn 
ein Integral kann mitunter einen bestimmten endlichen Werth 
behalten, wenn auch in einzelnen seiner Elemente unendlich 
grosse Factoren vorkommen. In diesem Falle befindet sich 
das erste und zweite unserer Integrale: dieselben behalten 
— wie wir sogleich zeigen werden — einen bestimmten end- 
lichen Werth (oder sie werden nicht sinnlos), wenn auch der 

Punkt der Masse angehört, obgleich dann - für die un- 
endlich nahe bei demselben gelegenen Elemente unendlich 
gross wird. Unser drittes Integral hingegen wird allerdings 
jetzt sinnlos werden; daraus folgt aber noch nicht, dass nun 

auch T — sinnlos ist, sondern nur dies, dass der Werth des- 

selben nicht durch jenes Integral bestimmt ist. 

Um dies besser einzusehen, schicken wir einige Bemer- 
kungen über bestimmte Integrale voran. 

Bekanntlich kann ein bestimmtes Integral durch eine 

Fläche dargestellt werden. Hat man eine Curve, deren Glei- 

h 

chung b = f(a) ist, so ist / f{a)da die Fläche, welche be 
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grenzt wird von den beiden zu den Abscissen g und h ge- 
hörigen Ordinaten, und von den zwischen diesen beiden Or- 
dirfaten liegenden Stücken der Curve und der Abscissenaxe. 
Wenn also die Function f{a) zwischen g und h überall end- 
lich ist; so ist klar^ dass jenes Integral immer einen be- 
stimmten endlichen Werth hat. Wenn aber eine Ordinate 
zwischen g und h unendlich wird, so Tcann es sich auch er- 
eignen, dass das Integral sinnlos wird, imd zwar entweder 
dadurch, dass jene Fläche unendlich gross wird, oder dadurch 

dass sie ganz unbestimmt wird. Es sei z. B. f{a) = (a — x)~^7 

wo X eine zwischen imd 1 liegende Constante ist. Will 

man nun die Fläche zwischen und 1 bestimmen, welche 
1 

f (a — x)~'^da ist, so wird die zu integrirende Function 



freilich unendlich für a = x, oder die Curve hat (m a = x 
eine Asymptote (Fig. 1.); aber dennoch ist in diesem Fall 
die Fläche endlich. Denn es ist das unbestimmte Integral 

f (a — x)~^da = 3 (a — x)^ , 

mithin ist die Fläche zwischen und x — s 



X — c 



/ (a — xY'^da = 3a:* — 3^* , 





also eine Grösse , die endlich bleibt für a = 0. Ebenso ist 

Fig. 1. die Fläche zwischen x und 

1 endlich. Mitliiu ist auch 
die ganze Fläche zwischen 
und 1 endlich. Wäre der 
Exponent aber — f, so würde 
jede der beiden Flächen, also 
auch die ganze Fläche un- 
endlich sein; und für den Ex- 
ponenten -^ \ würde die 
ganze Fläche völlig unbe- 
stimmt werden, denn dereine 

Theil derselben (zwischen und o^ würde negativ unendlich, 

und der andere (zwischen x und 1) positiv unendlich werden. 
Wenn ein bestimmtes Integral nach einem Parameter 

zu diflferenziren ist, so darf man nach der Leibnitz'schen 
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R^el unter dem Integralzeichen differenziren. Diese Ilegcl 
ist jedoch nicht immer anwendbar. Denn cm kann sich er- 
eignen, dass das ursprüngliche Integral einen Sinn lyit, diffc- 
remdrt aber sinnlos wird. So hat z. B. obiges Integral 

C (a — xy~ida einen bestimmten endlichen Werth, indem 



1 



ist. Differenziren wir die rechte Seite, so entsteht 

eine Grosse die für alle positiven Werthe des x zwischen 

und 1 endlich ist. Wenn die Leibnitzsche Kegel in diesem 

Fall gültig ^wäre, so niüsste diese Grosse auch aus der 

Differentiation unter dem Integralzeichen hervorgehen. Da- 

1 

durch entsteht aber i J (p — x)~Ula, ein Integral, welches, 







Fig. 2. 



wje vorhin bemerkt, völlig unbestimmt ist. Es darf also, 
wenn die Leibnitz'sche Kegel anwendbar sein soll, das neue 
Integral nicht sinnlos werden. Nun ist aber unser drittes 
Integral unter (1) aus dem zweiten durch Differentiation des 
letzteren unter dem Integralzeichen entstanden. Die beiden 
ersten Integrale haben immer einen bestimmten endlichen 
Werth, wenn nur k nicht un- 
endlich wird; das dritte aber 
ist sinnlos, wenn der Punkt 
im Innern liegt, so dass man 
also in diesem Fall nicht mehr 

behaupten kann, es werde j^ 

* durch dasselbe bestimmt. 

Um nun zunächst zu zeigen, 
dass die beiden ersten unserer 
drei Integrale in allen Fällen einen bestimmten endlichen 
Weijh haben, beschreibe man um den Punkt (Fig. 2.), 
der im Innern der Masse liegen soll, als Mittelpimkt eine 
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Hilfskugel mit dem Radios 1; die Oberfläche dieser Kugel 
theile man auf irgend eine Weise in Elemente rf<y, und denke 
sich den« Punkt mit allen Punkten der Peripherie eines 
jeden Elementes durch die Geraden verbunden. Auf diese 
Weise erhält man lauter unendlich dünne Kegel; diese zer- 
schneide man wiederum durch Kugel Oberflächen, die mit der 
ersten concentrisch sind, und deren Radien im endlich wenig 
von einander verschieden sind. Jeder Kegel schneidet aus 
jeder dieser Kugelflächen ein Element von der Grösse r^da 
heraus ; wenn r der Abstand der Kugelfläche vom Punkt 
ist; und da die Höhe eines der durch den Durchschnitt der 
Kegel- und Kugeloberflächen gebildeten Raumelemente dr 
ist, so wird der Inhalt desselben r^drdö. Setzt man diesen 
Werth für dT in das erste Integral unter (1), so entsteht: 

"" V = J rkdrdö. 

Aus dieser Gleichung ist ersichtlich, dass v nothwendig einen 
bestimmten endlichen Werth erhalten wird, da die zu inte- 
grirende Function überall endlich ist. Auf dieselbe Weise 
findet man 



X= f~-hdrd0, 



denn ist der Cosinus des Winkels a, den r mit der 



so dass auch X einen bestimmten endlichen Werth hat: 
X — a 
r 

X-Axe bildet, also immer ein echter Bruch. Anders verhält 
es sich mit dem dritten Integral, welches durch die Sub- 
stitution für rfjT übergeht in 






3 cos «* , T 

drda. 



Schon der Theil dieses Integrals, welcher einem der Ele- , 
montarkegel entspricht, wird unendlich, und die Theile, 
welche verschiedenen Kegeln entsprechen , werden theils posi- 
tiv, theils negativ unendlich. Das Integral ist mithin völlig 
unbestimmt. Daraus darf man aber nicht schliessen, dass 

auch -T-^ siimlos ist, sondern nur dies, dass jenes Verfahren, 
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unter dem Integralzeichen zu differenziren, wodurch -r - be- 
stimmt werden sollte^ jetzt nicht statthaft ist. 

Liegt aber der Punkt ausserhalb der Masse, so ist 
klar, dass alle drei Integrale , auch das dritte , einen Sinn 
haben. Für äussere Punkte gilt also auch die Gleichung 

dx^ "^" dir "*" dz' "" • 

§. 4. 

Liegt der Punkt ausserhalb der Masse , so haben 
Potential und seine sänimtlichen Derivirten bestimmte end- 
liche Werthe. Daraus kann mau den Schlus.s ziehen, dass 
im äusseren Uaum r und alle Derivirten von r stetige Functicmen 
von X, y, z sind. Denn für die Stetigkeit einer Function 
ist nur erforderlich, dass ihre Derivirte einen endlichen Werth 
habe. Anders im Innern und auf der Oberfläche der Masse, 
wo die Stetigkeit gewisser P\metionen in der That nicht 

mehr stattfindet. Die Functionen '*,.,,,, sind freilich 

' da-, dy' dz 

auch, im Innern und auf der Oberfläche stetig. Um die 

d f) d v d V 

Stetigkeit von x~ > / j i ^ f^*^ diesen Fall nachzuweisen, müssen 

wir ein anderes Verfahren in Anwendung bringen; für v 
reicht die vorige Methode hin, weil nach §. ;^. die Derivirten 
von V immer bestimmte endliche Werthe haben. 

Es soll also bewiesen werden, dass , , , , j sich überall 

' dx' dir dz 

nach der Stetigkeit ändern; das tliun sie, obgleich ihre 

d^v 
Derivirten ;^— ^ u. s. w. sich jetzt niclit mehr überall stetig 

ändern. Die Stetigkeit lässt sich hier, wie auch sonst oft, 
dadurch nachweisen, dass man die in Rede stehende Grösse 
in zwei Theile zerlegt, von denen der eine oflFenbar stetig 
ist, der andere aber so klein gemacht werden kann, wie man 
nur will. Ist dies möglich, so ist offenbar die Stetigkeit 
der ganzen Grösse bewiesen. Wir beschreiben also um den 
Punkt eine Kugelfläche mit einem beliebigen Radius d 
(Fig. 3.); dadurch wird die ganze Masse in zwei Theile zer- 
legt, in den von der Kugeloberfläche, oder — falls der 
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Punkt auf der Oberfläche der Masse liegt — von der 
Kugeloberfläche und einem Stück der Massenoberfläche be- 
grenzten, und den übrigen. Das 

Z!5l^* ^ . Potential des ersten Theiles sei v^, 

des zweiten Vg; so dass v = v^ -\- V2 
und 

dv dvi ^, dv^ 

dx dx ' dx 

Nun ist -r^ stetig, weil der Punkt 

für die Masse, deren Potential v^ 
ist, ein äusserer ist. Setzt man t?T= r^c?(Jrfr (§. 3.), so ist 

P = Clcd0dr ^--^ . 
dx J r 

Dies Integral ist, wie leicht zu sehen, kleiner als ijiKd, 

---» et — ^ X 

wenn K den grössten Werth des Productes k inner- 
halb des Integrationsgebietes bezeichnet. Denn schreibe ich 

in dem Integral statt h in jedem Element den Werth 

K, so vergrössere ich; es ist also 

'^KKjdeJdr. 

Dsi f dr = d ist, und fdö gleich der ganzen oder der 

halben Oberfläche jener Ililfskugel mit dem Radius 1 (§. 3.), 
d. i. 4ä oder 2^, je nachdem der Punkt im Innern oder 
auf der Oberfläche der Masse liegt, so ist jedenfalls 

dx 

Die Grösse inKS kann aber, wenn wir S abnehmen lassen, 
beliebig klein gemacht werden; dies gilt also um so mehr 

von der Grösse -5-^ . Mithin ist -y- stetiff. 

dx dx ° 

Fassen wir Alles zusammen, so können wir also sagen: 

Das Potential v imd seine ersten Derivirten nach x, y, z 

ändern sich im ganzen unendlichen Raum nach der Stetigkeit. 
Anders verhält es sich, wie wir in der Folge sehen 

werden, mit den höheren Derivirten. 
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§. r>. 

Für äussere Punkte war 

Es entsteht die Frage, welcher \Y<*rth dieser Summe für 
innere Punkte zukomme. Ehe wir diese Untersuchung in 
ihrer Allgemeinheit vornehmen, wird es gut sein, erst einen 
speciellen einfachen Fall zu betrachten. Die wirkende Masse 
soll die Eugelform und eine constante Dichtigkeit besitzen. 
Wir stellen uns zunächst eine von zwei concentrischen 
Kugelflächen begrenzte Hohlkugel vor; dieselbe braucht vor- 
läufig nicht homogen zu sein , aber es soll doch die Dichtig- 
keit irgend eines Elementes eine blosse Function seiner Ent- 
fernung vom Mittelpunkt der Hohlkugel sein. Dann wird 
das Potential derselben, wie aus der Definition des Poten- 
tials hervorgeht, nur eine Function der Entfernung des 
Punktes vom Mittelpunkt der Hohlkugel sein. Bezeichnen 
wir diese Entfernung durch q, ho ist also 

dv dv dg d*v d^p (^^9Y _i_ '^'' ^*^ . 

(ix d(f d.r' dx^ (ig^ \(Lr/ ' dg dx* ' 

da femer * 

Q^ = X^ + ?/- -f Z" , 

und folglich 



o hat man 



dg X d* g 1 x* 

dx g ^ dx* g p* ' 

d^v d^v X* ^^ dr / 1 x^\ 

dx^ ~ dg'' g^ ■ ilg \g ~ pV * 



d^v 



Schreibt 'man die entsprechenden Gleichungen für ^ und 
-r-i auf, so entsteht durch Addition: 

da;« + 5y» ■ JP ~ r/p* • r/p \ p g^ / ~ dg^^ ' g dg ' 

Bezieht sich v auf einen äusseren, d. h. nicht in der 

Masse selbst liegenden Punkt, so hat man, wegen (1), für 

V diese Differentialgleichung: 

d^v . 2 dv _ . 
dg"^ *^ Q dg 
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Dieselbe ist sehr leicht zu integriren; man setze ^ =^ ^; 
80 wird: 



oder 

Hieraus ergiebt sich: 

oder 
also 



r/s _, 2 8 ^ 



^' + 2 "^^ = 0. 

S ' Q 



Is + 21q = Ic 



SQ^ = C, 



dv c 

^ — d~Q — 9*' 



und daraus 

(2) v^J^dQ=^-\-C. 

Es sind noch die Constanten c und c zu bestimmen. Hierbei 
sind die beiden Fälle zu unterscheiden, ob der Punkt 
innerhalb der inneren, oder ausserhalb der äusseren Be- 
grenzungsfläche liegt 

Im ersten Fall ist c = 0; denn sonst würde das Po- 
tential im Mittelpunkt der Hohlkugel, wo q = ist, un- 
endlich werden, während doch das Potential überall einen 
endlichen Werth hat. Innerhalb der Hohlkugel ist also das 
Potential constant, = c , woraus man schliesst, dass die An- 
ziehung selbst verschwindet. Die Hohlkugd übt also auf 
einen Punkt y der innerhalb Ukrer inneren Begrenzung Uegt, gar 
keine AnjHehung aus. Um den constanten Werth c , den das 
Potential in diesem Falle hat, zu bestimmen, lege' man den 
Punkt in den Mittelpunkt der Hohlkugel. Man zerlege 
femer die ganze Eugelschale in unendlich dünne, concen- 
trisolie, homogene Schichten, so erhält man zunächst das 
Potential einer dieser Schichten, wenn man ihre Masse durch 
ihren Radius dividirt. Bezeiclmen wir diesen Radius mit r, 
so ist das Volumen der Schicht Axr^dr, also ihre Masse 
43cr*i'rf#", und ihr Potential Axrkdr, Mithin ist das Poten- 
tial der ganzen Hohlkugel, wenn man die Radien der äusseren 
und inneren B^renzungsfläche resp. durch a und ß bezeichnet, 



• 
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fr 



c = An J rxdr. 



Dies ist also das constante Potential in der ganzen lirdilung, 
und zwar, weil das Potential nach §. 5. sich überall stetig 
ändert, mit Einschluss der OberHilche des inneren Ilaumes. 
Wahrend in der Höhlung die Constante c der Gleichung 
(1) gleich ist; so muss im äusseren Kaum die Constante 
c gleich sein; da das Potential für wachsende q sich offen- 
bar der Grenze nähert. Im äuHseren Itaum ist also: 



(3) 



V 



c 
Q 



Die Constante c ist gleich der Masse der Hohlkugel. Es 
findet nämlich der folgende ganz allgemein gültige Satz statt: 

Hat man eine 'irgend wie begrenzte Masse, deren Po- 
tential in Bezug auf irgend einen äusseren Punkt gleich v 
sei; und bezeichnet man durch q die Entfernung des letzteren 
Yon irgend einem festen im Innern der Masse liegenden 
Punkt; so ist vq ein I^odud, ivelcJies, wenn jener Punkt 
immer weiter von dei* Masse fortrücict, sid^ der constanten 
Grenze M näJwrt, 

Um dies Theorem, von dem wir auch später wiederholt 
Gebrauch machen werden, zu beweisen, zerlegen wir die 
Masse M in zwei Theile, von denen der 
eine JT die positiven, der andere 
— M" die negativen Massentheile um- 
fasst. Die kleinste Entfernung des Punk- 
tes von der Masse sei q^, die grösste 
Qi (Fig. 4.). Der Theil des Potentials 
t7, der von der Masse 3/' herrührt, sei 



Fig. 4. 



v% der, welcher von der Masse — 3/" 



herrührt. 
Dann ist: 

(4) 
(6) 



V 



ff 



so 



dass V = v' -\- r 



ff 




M' 



Q 
— M 

9i 



>v\ 



<v , 



(7) 



-M'' 

— - >v 

<fa 



ff 



Addirt man (4) und (7), und auch (ö) und (G), und multi- 
plicirt mit (>, so entsteht: 
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^M' — ^3r<QV, 

Hieraus folgt, da, für waclisende q, lim ■= 1 = lim -- ist: 

lim Qv = 3/' - 3/" = M. 

Die Constante c der Gleichung (3) ist also M, so dass 

man hat 

_ M - 

Hieraus folgt weiter, durch Differentiation: 

■y dv M X 

dX Q^ Q ' 

Y =-- = — ^ ~- 
dy Q^ Q ' 

y dv M z ^ 

dz 9*^ p ' 

woraus sich für die ganze in dem, Punkt stattfindende 
Kraft R folgende Gleichung ergiebt: 

Daraus der Satz: 

Eine Hohüctigel, die aus lauter homogenen concentrisehen 
Schichten besteht, wirJct auf einen Punkt des äusseren Raumes 
so, als wenn ihre ganze Masse im Mittelpunkt läge. 

För den äusseren Raum ist also: 



a 



und in der ganzen Höhlung: 

a 

(2) • V =^ 4:7t I QkdQ. 

V 

Pur den Fall, wo k constant ist, hat man demnach: 

(1) ^--T- /-' 

bis an die OberfläcJiey d, h, bis q = a incl., weil das Poten- 
tial überall stetig ist-, 
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2) r =- 2«Jt (a* — /3*; , 
mit Einschlvss der Oberfläche des inneren Itaumes. 

. » 

Wir können jetzt das Potential einer homogenen Voll- 
Jcugel überall bestimmen. Der Kugelradius sei a. 

1) Der I'unkt liege im äussern Kaum. Da ist die 
letzte Formel 1) anwendbar, worin wir nur ^ «= zu setzen 
brauchen: 

2) Der Punkt liege im Innern der Masse. Wir brau- 
chen nur die Vollkugel durcli eine mit ihr concentrische 
durch gelegte Eugelflüche in zwei Theile zu zerlegen , so 
ist das gesuchte Potential gleich der Summe aus dem Po- 
tential einer Yollkugel in Bezug auf einen auf deren Ober- 
fläche liegenden Punkt und dem Potential einer Hohlkugel 
in Bezug auf einen auf ihrer inneren Oberflache liegenden 
Punkt: 

= 2jrÄa* — \ nTcQ\ 

Das Potential hat also einen ganz verschiedenen Charakter, 
je nachdem der Punkt ausserhalb oder innerhalb der Kugel 
h'egt: im äusseren Raum wäre die Curve, welche das Poten- 
tial als Function von q darstellt, eine Hyperbel, im Innern 
eine Parabel. Setzt man aber in den beiden letzten Glei- 
chungen 1) imd 2) Q = aj so müssen ihre beiden rechten 
Seiten, weil v stetig ist, zusammenfallen, was sie auch thun. 
Bilden wir jetzt die Derivirte erster und zweiter Ord- 
nimg von Vy so wissen wir schon, dass die erster Ordnung 
stetig ist: 

^N dt? Anlca^ x 

2) 55 = -^^- 

An der Oberfläche fallen auch diese zwei Ausdrücke zu- 
sammen. Das Potential und seine erste Derivirte bieten also 
beide die merkwürdige Erscheinung dar, dass sie beim lieber- 
gang vom innern in den äussern Raum stetig sind, ob- 

Diriohlet, Potentialtheorie. 2 
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gleich für beide die sie im innem und äussern Raum dar- 
stellenden Ausdrücke wesentlich verschieden sind. 

Anders verhält es sich aber mit der zweiten Derivirten. 
Im äussern Kaum haben wir: 

im innem Raum hingegen: 

"^^ d^*~ 3~ • 

Auf der Oberfläche fällt der zweite Werth nicht mit dem 

ersten zusammen, sondern ist um Anh -^ kleiner. Es ändert 

sich daher die zweite Derivirte zwar nach der Stetigkeit im 
ganzen innem und im ganzen äussern Raum^ aber beim 
Uebergang von dem einen in den andern findet ein Sprung 

statt: -j-ö hat an der Oberfläche zwei Werthe. Ebenso ist 

dx^ 

es mit den beiden anderen zweiten Derivirten , » und 3—» . 

dy* dz^ 

Für eine homogene kugelförmige Masse ist also im 

innem Raum 

d'^v d^v d^v ^nk 

dx^ ~dy''~d7^~ 3~ ' 

folglich die Summe 

d'^v ^^d'^v ^^d^v . 7 

d^^ + d^« + d'z^ ~ ~ ^^'^' 

Für den äussern Raum hat diese Summe den Werth 0. 
Was ist diese Summe an der Oberfläche? Sie ist nichts 
Bestimmtes, denn es gilt der eine wie der andere Werth. 

§. 6. 

Das für die homogene Kugel gefundene Resultat gilt für 
jede Form der wirkenden Masse, auch wenn letztere nicht 
homogen ist. Es findet nämlich folgender allgemeine Satz statt: 

Wenn der Ihinkt sich im Innern der tvirJcetiden Masse 

befindet, so ist immer der Complex ^— g + t^ + 5—» gleich dem 

Product aus — An in die in stattfindende Dichtigkeit. 

Um dies nachzuweisen, müssen wir ims nach einem 
Mittel umsehen, die zweiten Derivirten von v im Allge- 
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meineu zu bilden^ ohne die Into^ralforiu zu vorlusson; deDn 
das Jtann man nicht immer, wie in dem Hpecielleu Beispiel 
einer homogenen kugelförmigen Masse. Es war 



r^-ß"^ 



a — X 



yig. 5. 



Wenn man ein Integral hat; das, wie das vorstehende, einen 
bestimmten endlichen Werth hat, differenzirt aber sinnlos 
wird, kann man oft diesem Uebelstande dadurch vorbeugen, 
dass man das Integral vor dem Differenziren umformt durch 
theilweises Integriren. 

Wir theilen die ganze Masse in unendlich dünne Cylinder, 
die alle der X-Aze parallel sind (Fig. 5.). Der Querschnitt 
irgend eines Cylin- 
ders sei dö. Um den 
Cylinder in wirk- 
liche Elemente zu 
zerschneiden, legen 
wir durch die ganze 
Masse lauter der 
FZ- Ebene parallele 
Ebenen in unendlich- 
kleinen Entfernun- 
gen da von einander. 
Dann ist das Raumelement (IT = döda] also 





X 



ß 



kdöda 



a 



X 



r^ = (a — xy + (Jb — yy + (c - zy. 

Man integrire zunächst nach a, fasse also alles zusammen, 
was in denselben Cylinder fällt, dass man hat: 

X = I da I k ^ ~^ ^ da. 

Das auf a bezügliche Integral kann man nun theilweise inte- 



griren, da 
dass also 



a 



X 



die Derivirte nach a von — ist, so 

r ' 



-/'"/■ 



^(-t) 



da 



— da. 
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Wir nehmen zunächst an, der Punkt liege ausserhalb der 
Masse; dann wird der Factor — in keinem Cylinder unend- 
lich. Die theilweise Integration giebt folgende Gleichung, 
in welcher die Integrale unbestimmte Integrale sind: 



t/ da r * t/ r da 



= (- / —^ da. 

r ' t/ r da 

Die theilweise Integration darf nur dann für die Umformung 
eines bestimmten Integrals angewandt werden, wenn das 
vor das Integralzeichen tretende Glied eine stetige Function 
ist. Wir müssen also jetzt voraussetzen, dass die Dichtig- 
keit k eine stetige Function nicht nur von a, sondern weil 
hernach die Integrale für Y und Z in ähnlicher Weise zu 
behandeln sind, auch von b imd c ist. Geht man zu dem 
bestimmten Integral über, so muss man berücksichtigen, wo 
der Cylinder in die Masse eintritt und wo er wieder aus- 
tritt. Wenn der Cylinder mehrfach ein- und austritt (Fig. 6.), 

Fig. 6. 




seien die Werthe von r und Je an den Ein- und Austritts- 
stellen r', Ic] r", Ä" u. s. w. Dann ist: 

/ ^\ r/ / k' k" k'" \ 

da I Je — j da = da (— ,> + -,-, — . . .) 

e/ da \ r r * r / 

-h da I — y^ da. 

' J r da 

Die beiden in dieser Gleichung enthaltenen Integrale sind 
bestimmte Integrale imd auf alle Elemente eines Cylinders 
auszudehnen. Das erste Glied der rechten Seite lässt sich 
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umformen durch Einführung der Elemente der Oberfläche 
an die Stelle des Cylinderquerschnitts da. Irgend ein Ele- 
ment der Oberfläche, welches ein C'ylinder aus letzterer 
herausschneidet; sei ds. (In der Figur ist ab »» da, ac = ds.) 
Dann ist klar^ dass 

da = ds cos bac, 

wo bac den Neigungswinkel bezeichnen soll; den die in ds 
an die Oberfläche gelegte Tangentialebene mit der XZ- Ebene 
bildet. Der Winkel zwischen zwei Ebenen ist der spitze 
Winkel zwischen den zwei auf ihnen errichteten Normalen. 
Der Winkel a, welchen die nacli aussen errichtete Normale 
ap mit der positiven Richtung der X-Axe bildet, ist offen- 
bar an der Eintrittsstelle stumpf, an der Austrittsstelle spitz. 
Bezeichnen wir al^o die durch den Cylinder aus der Ober- 
fläche ausgeschiedenen Elemente der Keihe nach mit ds, ds'\.. 
und die daselbst stattfindenden Werthe von a mit a, a"..., 
so wird 

dö = — ds' cos a' = -f- ds' cos « ' = — ds' cos «'" = . . ., 

und folglich 

dö J i — 2 da = — (-; cos a ds -f- // <;o8 «" ds' + . . .) 

-f- ds I \ - da. 
. ' J r da 

Dies ist der Beitrag zur Componente X, welchen einer der 
Cylinder liefert: um die ganze Componente zu erhalten, ist 
der vorstehende Ausdruck noch doppelt zu integriren. Die 

Glieder des Aggregates -> cos a ds' + — cos a" ds" + . . . be- 
ziehen sich auf die Oberflächenstücke, die von dem einen 
Cylinder herausgeschnitten sind; addire ich die Beiträge 
sämmtlicher Cylinder, so erhalte ich statt jenes Aggregates 

das doppelte Integral /Ycos « rfs, welches über alle Ele- 
mente der Oberfläche auszudehnen ist, und es wird: 

J'mt"-^ = -j Jcos « f ds -hJJfdodaL g . (1) 
Also unser dreifaches Integral ist umgeformt in die Diffe- 
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renz von zwei Integralen, von denen das eine ein doppeltes 
Integral ist, das sich über die ganze Oberfläche der wirken- 
den Masse erstreckt, während das andere ein dreifaches von 
demselben umfang wie das ursprüngliche ist (indem es sich 
über den ganzen von der Masse erfüllten Raum erstreckt), 
in welchem aber nur die erste Potenz von r als Divisor 
erscheint. 

Bis jetzt ist die Richtigkeit der Gleichung (1) nur für 
den Fall bewiesen, dass der Punkt ausserhalb der Masse 
liegt. Um ihre Gültigkeit auch für innere Punkte nachzu- 
weisen, wollen wir noch eine zweite Beschränkung machen, 

dass nämlich innerhalb der Masse, wo ja ^ stetig sein soll, 

dli, dk dk 
die Derivirten von fc, nämlich t" ? jt ? ^ nirgends imendlich 

werden. Wir beschreiben um den Punkt 0, der jetzt im 
Innern liegen soll, ein^ Eugelfläche mit dem Radius d, und 
zerlegen die Componente X in zwei Theile, von denen der 
eine, den wir mit C bezeichnen wollen, von dem Stück der 
Masse, welches von dieser Kugelfläche eingeschlossen ist, 
herrührt. Für den andern ist offenbar die Gleichung (1) 
ohne Bedenken anwendbar, weil der Punkt ausserhalb 
derjenigen Masse liegt, von welcher dieser andere Theil der 
Componente herrührt; das Doppelintegral der Gleichung (1) 
bekommt aber einen Zuwachs, herrührend von der Kugel- 
oberfläche, während das dreifache Integral sich nicht mehr 
auf die ganze ursprüngliche Masse erstreckt, sondern nur 
auf dieselbe mit Ausschluss des innerhalb der Kugelfläche 
enthaltenen Stückes. Demnach ist jetzt 

X = - r^i^ ds +ßj^ ydT-Ä — B+a (2) 

Die einzelnen Glieder der rechten Seite der vorstehenden 
Gleichung haben folgende Bedeutung. Das erste Integral 
ist ein Flächenintegral und ist auszudehnen auf die ganze 
Oberfläche der ursprünglichen Masse. Das zweite Integral 
ist ein dreifaches, und erstreckt sich über die ganze ur- 
sprüngliche Masse. Beide Integrale sind also unabhängig 

von S. Ferner ist Ä das Flächenintegral / — ds, aus- 
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gedehnt über die um beMchricbcne Kugclflüche mit dem 

Radius d; jß ist das dreifache Integral j . — dT ausgedehut 
über den ganzen Raum jener Kugel; C endlich ist das drei- 
fache Integral / k '^-^ d T, und erstreckt sich gleichfalls 

über den ganzen kugelförmigen Kaum. Da X offenbar von 
d unabhängig. ist; und gleichfalls die beiden ersten Integrale 
der zweiten Seite der Gleichung (2)^ so muss auch das Ag- 
gregat — A — JB + 6^ in Bezug auf d eine Constante sein. 
Diese Constante kann aber nicht von verschieden sein^ da 
— wie wir sogleich zeigen werden — jenes Aggregat für 
abnehmende Wertlie von d verschwindet. Mithin ist der in 
der Gleichung (2) enthaltene Ausdruck filr die Compouente 
in Bezug auf einen innern Punkt identisch mit dem in der 
Gleichung (1) enthaltenen, und letztere gilt allgemein. 

Es ergiebt sich nämlich leicht , dass jedes einzelne der 
drei Glieder A, li, C, wenn man Ö abnehmen lässt, sich 
der Grenze Null nähert. In dem Flächenintegral A ist r 
constant imd gleich d; setzen wir für cos a den Werth 1, 
upd für k den grössten Werth Ä^, den k auf der Eugelober- 
fläche hat; so vergrössern wir: folglich ist: 

A<fßh, 

oder, da Jds =* 4jrd-, 

A < Ajck^d, 

dk 
In B setzen wir statt j- den absolut grössten Werth ?, den 

^ in der Kugel annimmt (ein solcher existirt, da % nirgends 

unendlich werden soll): dadurch wird B jedenfalls nicht 
verkleinert; femer setzen wir statt dT den Werth r^dödr, 
und erhalten: 

B<_lfdafrdr, 

oder, wegen frdr = ^ d^, und Jdö = 4ä, 

bS'^^isk 

Was endlich C betrifift, so ist schon in §. 4. nachgewiesen, 
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dass es die Grenze Null hat. Man kann also den Radius 
d so klein annehmen , dass jede der Grössen A, B, C etwas 
beliebig Kleines nicht erreicht. Dasselbe gilt, wenn der 
Punkt statt im Innern auf der Oberfläche liegt (nach §. 4.). 
Mithin ist in aller Strenge nachgewiesen, dass auch für 
innere oder auf der Oberfläche liegende Punkte die Gleichung 

stattfindet. 

Wir bilden jetzt die Derivirte nach x. Den Fall, wo 
der Punkt auf der Oberfläche liegt, schliessen wir aus; 

an der Oberfläche hat j— auch keinen bestimmten Sinn. Die 

Differentiation imter dem Integralzeichen auf der rechten Seite 
der vorstehenden Gleichung wird zulässig sein; denn in dem 
ersten Integral wird r nie Null, da r nicht auf der Ober- 
fläche liegen soll, und das zweite Integral hat ganz die Form 

dk 
eines Poteutialintegrals (wenn wir ^ als Dichtigkeit betrachten), 

wird also, wie wir schon wissen, nicht sinnlos nach der 
Differentiation. Es wird: 



dx 



p dX Ck cos a a — x j , Cdk a — x ^rn 



d^v 
Schreiben wir die entsprechenden Gleichungen für ^-^ und 

^-5 auf, so erhalten wir durch Addition: 
dz^ ' 



dx'' 



, d^v , d^v ( kdsla—x . h — y ^ i <^—z \ 

I CdT ia — X dk _.h — y dk . c — z dk\ .n\ 

• J r^ \ r~ da ■*" ~T~ db "^ r"~ d~c/ ' W 

Der Punkt soll jetzt im Innern der Masse liegen. 
Dann können wir, der Allgemeinheit unbeschadet, die Masse 
kugelförmig annehmen und in den Mittelpunkt der Masse 
legen (Fig. 3.), weil wir jede Masse in zwei Theile zerlegen 

können, so dass für den einen der Punkt ein äusserer 

d^v d^v d^v • 

und deshalb ^ + T^ + 'jZi = ist. Wenn die Masse aber 

kugelförmig ist und in ihrem Mittelpunkt liegt, so fällt 
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die Ton dem Punkt oder (x, y, z\ nach irgend einem Punkt 
(a^ &, c) der Oberflache gezogene (lenule mit der in letzte- 
rem Pmikt errichteten Normale zusammen: da fenicr " -— ^ 

' r 

der Ck>8inus des Winkels ist, den jene Gerade mit der X-Axe 
bildet^ so ist =» cos «, und ebenso ■ — - = cos /J, 

= cos y; also in dem ersten* Integral der (ileichung (3) 

a — X ,& — y a t c — z ^ 
cos a -j "^ cos p + - cos y = 1. 

Femer ist in demselben Integral r coustant und gleich dem 
Badius R der Kugel. Folglich hat man: 

d«r , d«r , d*v 
dx* • äy« • d'z^ *" 

Es ist leicht zu sehen, dass in dem zweiten Integral dieser 
Gleichung der Factor von -^ als ein partieller Differential- 
quotient geschrieben werden kann, wenn man sich die Dichtig- 
keit ausgedrückt denkt als Function der Entfernung vom 
Mittelpunkt und zweier Winkel, welche die Lage des radius 
yector bestimmen. Geht man uilmlich von einem Punkt 
(a, 6, c) zu ii^end einem andern ihm benachbarten über, 
dessen Coordinaten a -\- da, b + db, c + de seien, so er- 
leidet die Dichtigkeit eine Aenderung 

dk = ^* da + ;J J d6 + ft de . (5) 

Bezeichnen wir den Winkel, den r mit der X-Axe bildet, 
durch A, so ist 

a — X = r cos A. (6) 

Bückt nun der Punkt (a, &, c) auf der Linie r um dr fort, 
und ändert sich a dabei um dra, so ist auch 

a -f- d,a — X = {r -{- dr) cos L (7) 

Subtrahirt man (6) von (7), so entsteht: 

^r^ , o — X 
-— = cos A = . 

dr r 
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Ebenso ist natürlich: 

h — y 



d^h h — V ^r^ 



dr r ' dr r ' 

Substituirt man in (5) für da, db, de die Werthe dra, drh, drC, 
d. h. also die Aenderungen, die a, h, c erleiden, wenn man 
auf der Linie r bleibt,, und dividirt beide Seiten der Glei- 
chung durch dVy so entsteht: 

dk a — X dk , h — y dk , c — z dk 
dr r da ^ r dh ^ r de' 



Substituiren wir diesen Werth in (4), und setzen zugleich 
r^drdö statt dT,,%o haben wir: 

d. 

In dem zweiten Integral der vorstehen4en Gleichung lässt 
sich die Integration nach r ausführen, da daß imbestimmte 
Integral 



[*t? , d^v . d^v 1 A J7 I Cj Cdk , 



dr = Je -\- const 



ß 



dr 

ist. Wir haben von r = bis r = R zu integriren. Be- 
zeichnen wir die Werthe des Ä, die diesen Werth en des r 
entsprechen, mit Icq und JT, so wird das zweite Integral 

und da Jcq, die Dichtigkeit im Punkt 0, eine Constante ist> 
so kann man hierfür schreiben 

jKdö — Jc^fd^ 
oder, da jdö = 4ä, und dö = ^g ist, 



B'J' 



Kds — 4ä Äq. 



Mithin hat man: 



Bedenkt man, dass das K des zweiten Integrals dieser Glei- 
chung gleich dem Je des ersten Integrals ist, nämlich die 
Dichtigkeit an jeder Stelle der Oberfläche, so hat man 
schliesslich: 
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dJ* "T" dy^ "t" dz* ~ ~~ '**^'o- 
Haben wir also eine kugrlf()rmige MasHC, innerhalb 
welcher k stetig ist^ und j^ > jr > ^ nirgends unendlich werden, 

und bilden den Complex j , + j , + j., für den Fall, dass 

der Punkt im Mittelpunkt der Masse liegt, ho ist derselbe 
gleich dem Product aus — 4;r in die im Mittelpunkt statt- 
findende Dichtigkeit. Daraus folgt aber weiter, dass die- 
selbe Behauptung gültig bleibt für eine beliebig geformte 
Masse, wo auch die Dichtigkeit nicht stetig zu sein braucht, 

auch ^ u. s. w. gerne unendlich werden kaim, wenn nur 

keins von beiden um den Punkt herum stattfindet. Be- 
schreiben wir nämlich um den Punkt O herum eine Kugel- 
fläche, so dass innerhalb derselben weder Unstetigkeit von k 
noch Unendlichwerden der Derivirten von A' stattfindet, und 
nennen den Theil des Potentials r, der von der innerhalb 
der Kugelfläche enthaltenen Masse herrflhrt, r, den übrigen 
v% so dass V = V + r", mithin 

d*v d^v , d'»" , . . 

dx^ = dl? + dJ- ' *'*"" '"' 

d^v ^^ d^v j^ fi*r' - , 

1 TT.« + ;r,T — — **^^'o 



folglich 



dx* ' dy* ' dz^ 

d^v" , d^v" . d*v' _ . 
dx* •" dy* ■*■ dz^ ~ ' 



d^v ^^d*v . d*v . , 

5i« + 5p ■^" dz'' ~ ~ **^'^"«* 

Unser Satz gilt demnach für jede Masse, mit Ausnahme der 
Punkte, um welche herum nicht ein wenn auch noch so 
kleiner, Raum abgegrenzt werden kann, wo Stetigkeit der 
Dichtigkeit und kein Unendlichwerden ihrer Derivirten statt- 
findet. Diese Punkte können keine räumliche Ausdehnung 
haben, das ist durch die physische Bedeutung einer Masse 
aasgeschlossen; es können nur einzelne discrete Punkte, Linien 
oder Flächen sein, fttr welche unser Satz nicht gültig ist. 
Wenn wir bedenken, dass die Dichtigkeit überall im 
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äussern Raum gleich Null ist, können wir die beiden Sätze 

d 1) dl) du 

über den Werth des Complexes ^—^ -f" t~i 4" t~2 ^^ innern 
und äussern Raum in diesen Einen Satz zusammenfassen: 

Es ist im ganzen unendlichen Raum, mit Ausnahme ge- 
ivisser Punkte, Curven, Flächen y 

unter Jcq die Dichtigkeit an der Stelle {x, y, z) verstanden. 

Es ist immer wenigstens eine Ausnahmefläche vorhanden, 
nämlich die Oberfläche der wirkenden Masse, da die Dichtig- 
keit sich, so wie man von der Oberfläche nach aussen geht, 
Sprungs weise ändert, um den Werth Null anzunehmen. 

§.7. 

Das Potential v einer einen Raum stetig erfüllenden 
Masse, welche ein zusammenhängendes Ganzes bildet, oder 
auß mehreren getrennten Theilen besteht, besitzt nach dem 
Vorhergehenden folgende Eigenschaften: 

1) Sowohl V als auch t' f j~} ^ sind im ganzen Raum 
stetige Functionen. 

2) Mit Ausnahme von gewissen Punkten, Linien, Flächen 
ist im ganzen Raum 

dx^ ^ dy^ ^ dz^ ^^"^> 

wo k die Dichtigkeit im Punkte (x, y, z) bezeichnet. 

Diesen beiden Eigenschaften fügen wir noch eine dritte 
hinzu. Wir sahen, dass, wen^i der Punkt (x, y, z) immer 
weiter fortrückt, das Product aus dem Potential und der 
Entfernung q dieses Punktes von einem festen Punkt sich 
der Constanten Grönze M nähert (§. 5.). Darin liegt, dass 
das Potential sich der Grenze Null nähert, wenn die Ent- 
fernung des Punktes von der Masse wächst. Dies wäre 
die dritte Eigenschaft des Potentials. Wir müssen dieselbe 
aber noch mehr specialisiren. Wir können sagen, dass die 
drei Producte xv, yv, zv nicht über alle Grenzen hinaus 
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wachsen können ^ weil pr nicht cn^iMllkh wichst, und x, jf, x 
nicht grosser sind als p. 

In Bezog auf die Deriiirten ergiebt sich folgendes. Es 

istj-=f,-- — dT. Wenn wir statt - - in jedem Ele- 
dx J r* r T ^ 

ment des Torstehenden Integrals 1 setzen, so vergrossem 

wir^ oder es ist 

&</*.•"•■ 

Es bezeichnet r die Entfernung eines jeden Elementes der 
Masse Ton dem Punkt ix^ v. r>; setzen wir statt r überall 
den kleinsten Werth r, sämmtlicher r. so vergrossem wir 
das Integral abermals, so dass 



'''<;jidT. 



dx 



Es ist aber J^dT gleich der gesammten wirkenden Masse 
My also 

r^ < ,7. , oder ff* ^- < - . M. 

Wenn der Punkt sich immer weiter entfernt, nähert sich 
— der Grenze 1; daraus folgt, dass p* v- nicht über alle 

Grenzen hinaus wachsen kann. Da nun p* = ar* -f- y* -f- jgf* 

dv 
ist, so kann a? ^- a fortiori nicht unendlich wachsen. 

Demnach stellen wir Folgendes als dritte Eigenschaft 
des Potentials auf: 

3) XV j yv, ZV, ^ j- i y^ A ) ^ T' s"^^ überall endliche 
Werthe. 

Diese drei Eigenschaften sind charakteristisch für das 
Potential: sie kommen dem Potential zu, ciber es ist auch 
umgekehrt jede für den ganzen Baum gegebene Function, welche 
jene drei Eigenscliaften besitzt, das Potential des durch k ge- 
gd)enen Massensystems. Also dies ist jetzt die Behauptung: 

Ist irgend ein Massensystem gegeben, und ist ferner v 
eine im ganzen Raum (durch eine oder mehrere Formeln) 
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gegebene Function von x, y, z, welche folgenden drei Be- 
dingungen genügt: 

1) V und seine ersten Derivirten nach x^ y, z sind 
überall stetig; 

2) mit Ausnahme gewisser Stellen (die aber keine räum- 
liclie Ausdehnung haben) ist im ganzen Raum 

d^^'^d^^'^ dz* — " ^^^' 

wo Je die Dichtigkeit des Massensystems im Punkte x, y, z 
bezeichnet; 

3) die Producte 

9 dv 9 dv Q dv 

werden nirgends unendlich; 

so ist V das Potential des Massensystems in Bezug auf den 

Punkt {x, y, z). 

Der Beweis dieses Satzes beruht auf folgendem 

Hilfssatz. 

Sind u und w zwei Functionen von x, y, z, welche nebst 
ihren ersten Derivirten nach x, y, z innerhalb eines be- 
grenzten Raumes gegeben und stetig sind; bezeichnet man 
die Elemente dieses Raumes durch dTy und die Elemente 
seiner Oberfläche durch ds; sind endlich a, ß^ y die Winkel, 
welche die auf ds nach aussen errichtete Normale mit der 
X-, Y-, Z'Axe bildet, so ist 

r/d^u . dH . d^u\ jrr /"/«Zw .du o , du \ , 

^du dw du dw du dw\ j rp (1) 

xdi'^dydy'^ dz dz)^-^' 



-M 



wenn das erste Integral auf der rechten Seite dieser Glei- 
chung über die ganze Oberfläche, die beiden anderen Inte- 
grale durch den ganzen Raum ausgedehnt werden^). 

Beweis. Wir zerlegen den ganzen Raum in Elemente 
in derselben Weise wie in §. 6., so dass also dT = dadx 

/d^u 
j-^ wdT 
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des Integrals auf der linken Seite den Ausdruck / dö 1 ,- , wdx. 

Die theilweise Integration auf das Integral 1 V-, wJx ange- 
wandt , ergiebt 

^ du Cdu dw j 
dx J dx dx 

Da tc r- nach der Annahme stetig ist, so dürfen wir zum 

bestimmten Integral übergehen. Der Werth von w , an der 
Stelle, wo der Elementarcy linder zuerst eintsitt, werde durch 
y^ T') } wo er zuerst austritt, durcli Itc , ) bezeichnet, u. s. w.; 
dann ist 



''''JS«'^'^=- 



T l du\ , , / du\" j l'du du- j 

- '^^ r J + '^^^ l«' dx)-----^''jTxdx ''^•- 

Führen wir, wie in §. 6., wieder die nach aussen gerichtete 
Normale ein, so wird . 

dö = — ds' cos «' = -[- ds' COR «" = ...., 
folglich 



dö I j^^tvdx = 



ds coB a (wp^+ds' cos a'(w'^^) + . . . ~ döjpj£dx', 

und wenn wir schliesslich über sämmtliche dö integriren, so 
erhalten wir 

wo das erste Integral auf der rechten Seite wieder ein Ober- 
flächenintegral ist. Behandeln wir die beiden andern Inte- 

j^ wdT, I ^-^ wdT in derselben Weise und addiren, 

so entsteht die Behauptung. 

Setzen wir in (1) w = u, so haben wir die Gleichung 
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Ist ausserdem die Function ti so beschaffen, dass die Summe 
ihrer zweiten Derivirten gleich Null ist, so wird 

/(©'+(|)"+(j:)')"-/«&»»<+S-<hs«<»,k (2) 

Nehmen wir. nun an, ausser dem Potential v existire 
noch eine zweite Function v\ die auch jenen drei Bedingungen 
genüge. Dann Jst klar, dass auch die Difl'erenz ti = v — v 
der ersten und dritten Bedingung genügen muss. Die zweite 
Eigenschaft des Potentials lautete: Es ist überall (mit Aus- 
nahme gewisser Stellen, die aber keine räumliche Ausdehrmng 
haben können) 

• 

da nun aber auch 

d*v' , d*v' , d*v' , 1 ,M\ 

d^ + SF + d^^'""^"* ^^^ 

(gleichfalls vielleicht mit Ausnahme gewisser Stellen^ die 

■ 

aber keine räumliche Ausdehnung haben können), so folgt 

für u, dass überall 

d*t* , d'^u , d^u f. /f'\ 

dx' + rf^« + 5? = ^^ ^^^ 

ist, ausgenommen erstens diejenigen Stellen, für welche die 
Gleichung (3), zweitens diejenigen, für welche die Gleichung 
(4) nicht gilt. Die Ausnahmestellen für Gleichung (5) können 
demnach auch nur aus einzelnen Punkten oder Curven oder 
Flächen bestehen. Zu diesen Ausnahmestellen gehören jeden- 
falls sämmtliche Oberflächen des Massensystems, also wenigstens 
eine Fläche. Jetzt ist nachzuweisen, dass die Function m, 
die diese Eigenschaften betitzt, überall gleich Null sein mt4SS] 
denn dann würde überall v ^=v sein. 

Wir beschreiben zu diesem Zwecke einen Cubus, der 
zum Mittelpunkt den Goordinatenanfangspunkt hat, und dessen 
Seitenflächen den Axen parallel sind; die Kante des Cubus 
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sei 2h. Lassen wir diesen Cubus wachsen, so wird es bald 
geschehen, dass er alle Ausnahmestellen umfassi Jetzt iso- 
liren wir alle Äusnahmestellen, indem wir sie in folgender 
Weise durch Flächen umschliessen. Besteht die Ausnahme- 
stelle in einem Punkt, so legen wir um den Punkt herum 
eine Eugelfläche; eine Curve isoliren wir durchweine Ring- 
fläche (Fig. 7.); hat man endlich eine Fläche als Ausnahme- 
stelle, so errichte man in allen Punkten derselben nach beiden 
Seiten Normalen von gleicher Länge: ^,j ^ 

die Endpunkte der Normalen sollen 
die Isolirungsflächen bilden. So wird 
der Cubus in eine Reihe wenigstens 
zweier zusammenhängender Räume zer- 
legt, in denen keine Ausnahmestellen vorkommen. Auf jeden 
dieser Räume wenden wir die Gleichung (2) an; dies ist 

statthaft, weil w, -7- , , , -y überall stetiir sind, und inner- 
halb eines jeden Raumes an jeder Stelle 

ist. So entsteht eine Reihe von (wenigstens zwei) Gleichungen 
von der Form (2); addiren wir alle diese Gleichungen, so 
haben wir: 

Die rechte Seite der vorstehenden Gleichung besteht aus 
lauter Flächenintegralen: was wird aus denselben, wenn die 
Abschliessungsflächen immer näher an die Ausnahmestellen 
rücken, und zugleich der Cubus immer grösser wird? Jedes 
Integral, das sich auf eine um einen Ausnahmepunkt herum 
gelegte Kugelfläche und auf eine eine Curve abschliessende 
Ringfläche bezieht, hat die Grenze Null, weil die Kugel- 
und Ringfläche selbst gegen Null convergiren. . In Bezug auf 
die Integrale, welche sich auf Flächen beziehen, die eine 
Ausnahmefläche ausschliessen, gilt Folgendes: Die Seiten- 

Dirichlet, Potentialtheorie. 3 
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« 

begrenzung der Ausnahmeflächen wird auch anendlich klein; 
anders ist es mit den beiden parallelen Flächen selbst: die 
bleiben endlich , wenn auch ihr Abstand von der Ausnahme- 
flache abnimmt. Deshalb nähern sich auch die zwei Inte- 
grale, die sich auf jene «zwoi parallelen Flächen beziehen, 
nicht nothiiendiger weise der Null, wohl aber, wie leicht zu 
sehen, entgegengesetzten Werthen, so dass sich die Summe 
beider der Null nähert. Es bleibt noch das Flächenintegral 
übrig, welches sich auf die Oberfläche des Cubus bezieht. 
Jede Seitenfläche des Cubus ist ein Quadrat von der Grosse 
47i^. Dehnen wir das Integral zunächst über eine der Seiten- 
flächen aus, so sind die drei in demselben vorkommenden 
Cosinus constant, und zwar ist einer derselben +1, die 
beiden andern 0; denn die Normale bildet mit einer der 
Axen den Winkel oder 180^, mit den beiden andern rechte 
Winkel. Das Flächenintegral reducirt sich also, abgesehen 

vom Zeichen, auf / u -. ds. Dies Integral ist kleiner als die 
ganze Oberfläche, d. i. 4A^, multiplicirt mit dem grössten 
Werth, den das Product u , auf derselben annimmt. Da 



du 

XU, und ebenfalls x^ -j- eine bestimmte endliche Grenze nicht 

' dx 

überschreiten kann, so bleibt auch c(?ti -y- überall unterhalb 



einer gewissen Grenze x, d. h. es ist 



^^w -j— < ^» also auch m 3— Ä^ < x , 
dx ^ ^ dx ^ 



oder 



mithin 



/ 



du X 



du j ^ 4:X 

U-j- ds <,-r- . 

dx h 



Hieraus ist ersichtlich, dass wenn wir h wachsen lassen, 
jenes Integral sich der Grenze Null nähern wird, wenn es 
nicht etwa von vorne herein schon Null ist. Dasselbe gilt 
von den auf die fünf übrigen Seiten des Cubus bezüglichen 
Integralen. Also die zweite Seite der Gleichur^ (6) wird, 
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wenn die isoliremlen Flilclien den AuHnalnnesti'IIen immer 
näher rücken, und die den Cubus begrenzenden Flüchen 
immer weiter rücken, sich der Urenze Null nahem, wenn 
sie nicht überhaupt sclion Null ist. Daraus folgt in aller 

Strenge, dass (^-^^) + ('^") + (■^~)" in jedem Punkt a, der 

keiner Äusnahmestelle angehört. Null ist. Denn nehmen 
wir an, diese Summe wäre in a von Null verschieden, so 

1 .. . . »A« • • j 1 <'w '/w '/«* t 

konnte sie nur positiv sein; nun sind aber . , . , ,^ imd 

deshalb K j -}" \^^^) + \i") «tetig; es muss also auch in 

einem, wenn auch noch so kleinen um a herum liegenden 
fiaum q jene Summe noch positiv sein. Mithin ist der 
Theil des Integrals 

/((sr+Q'+e:)')"^. 

der sich auf den Raum q erstreckt, positiv, und zwar jeden- 
falls nicht kleiner als qN, wenn N das Minimum von 



©■ + e:r + 63' 



innerhalb des Raumes q bezeichnet. Alle übrigen Theile 
dieses und der auf die anderen Räume, in die der Cubus 
zerlegt ist, bezüglichen Integrale können nie negativ werden. 
Also hätten wir auf der einen Seite der Gleichung (6) etwas, 
das nie unter einen gewissen Werth qli herabsinken kann, 
auf der andern Seite etwas, das entweder schon Null ist, 
oder doch der Null beliebig nahe gebracht werden kann. 
Deshalb ist es unmöglich, dass irgendwo ausserhalb der 

Ausnahmestellen \-jr-\ -f- (7-) + (7-) von verschieden 

sei. Dieser Complex ist also auch in den Ausnahmestellen, 
denn er ist überall stetig. Daraus folgt, dass im ganzen un- 
endlichen Raum ohne irgend eine Ausnahme 



©•+6")" +(:;")'-'> 



dy 

ist Folglich ist auch überall 



3* 
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du ^ du ^ dt* ^ 

dx ' dy ^ dz 

Daraus ergiebt sich weiter^ dass u im ganzen unendlichen 
Raum constant sein muss; und daraus , dass xu nicht zu 
wachsen im Stande ist, ergiebt sich endlich, dass der con- 
stante Werth des u kein anderer als sein kann. 

Den eben bewiesenen Satz werden wir im folgenden 
Abschnitt anwenden, um die Richtigkeit der als bekannt 
vorauszusetzenden Form'iel für das Potential eines homogenen 
Ellipsoides nachzuweisen. 



Zweiter Abschnitt. 



Pot^tial and Anziehimg eines homogenen Ellipsoides. 

§. 8. 

Die Aufgabe, die Anziehung,, welche ein homogenes 
Ellipsoid auf einen innem Punkt ausübt, zu finden, hat 
schon Netctofi behandelt. Derselbe hat die Aufgabe aber 
nicht vollständig gelöst: er hat sich auf den Fall eines Um- 
drehungsellipsoides beschränkt und gefunden, dass die Rich- 
tung der Anziehung für alle auf demselben Durchmesser 
liegenden Punkte dieselbe ist, und die Grösse der Anziehung 
proportional der Entfernung des angezogenen Punktes vom 
Mittelpunkt (Fig. 8.). Dem- ^^^ ^ 

nach kam das ganze Problem 
darauf hinaus, die Anziehung 
för einen Punkt der Oberfläche 
zu bestimmen nach Richtung 
und Intensität. Newton hat 
dies bloss für die am Ende der 
ümdrehungsaxe und auf dem 
Aequator liegenden Punkte ge- 
than.^ Erst Mac Laurin hat 
die Aufgabe vollständig gelöst.^) Mac Laurin ging aber 
weiter und beschäftigte sich mit der Bestimmung der At- 
traction für einen äussern Punkt; es gelang ihm dies freilich 
nur für äussere Punkte, die auf der verlängerten Rotations- 
axe und in der Ebene des Aequators liegen.^) Diese Re- 
sultate waren auf gemischtem Wege gefunden: theils durch 
Construction, theils durch Rechnung. Seine Arbeiten fielen 
in eine Z«it, wo die Analysis grosses üebergewicht hatte, 
und man es unangenehm empfand, dass man nicht rein 
durch Rechnung zum Resultat gelangen konnte. Lagrange 
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hat die Mac iawnw'schen Resultate durch blossen Calcül 
erhalten^), hat aber die Lösung nicht weiter gefordert. 
D'Älembert bemerkt, dass sämmtliche Schlüsse Mac Laurin's 
auch für ein ungleichaxiges EUipsoid gelten.^ Der nächste 
bedeutende Schritt ist von Legendre\) gemacht. Legendr e 
hat die merkwürdige Entdeckung gemacht, dass wenn* man 
überhaupt irgend einen Umdrehungskörper hat und die At- 
traction für die auf der Umdrehungsaxe befindlichen. Punkte 
kennt, man daraus die Attraction für jeden beliebigen andern 
Punkt finden kann. Mit Hilfe dieses Satzes hat Legendre 
die Aufgabe für den äusseren Punkt vollständig gelöst, für 
ein Umdrehungsellipsoid. Auch hat Legendre gleichzeitig 
den nach Mac Laurin benannten Satz bestimmt ausgesprochen 
(bewiesen hat er ihn erst später), der sich bei Mac Laurin 
nur angedeutet findet.^) Der Mac Laurin'sche Satz lautet: 

Wenn die drei Hauptschnitte zweier Ellipsoide resp. die- 
selben Brennpunkte haben, so haben die Kräfte, mit denen sie 
denselben äusseren Funkt anziehen, dieselbe Richtung und ver- 
halten sich zu einander une die Massen der Ellipsoide. 

Da die Massen zweier Ellipsoide den Producten ihrer 
Halbaxen proportional sind, so kann man auch sagen, die 
Kräfte seien den Producten der Halbaxen proportional. Dieser 
Satz war ungemein wichtig, weil man damit, auch für das 
ungleichaxige EUipsoid, die Aufgabe für den äussern Punkt 
völlig absolviren konnte, nachdem sie für die im Innern 
und auf der Oberfläche gelegenen Punkte gelöst war. Denn 
man durfte ja nur das gegebene EUipsoid so anwachsen 
lassen, bis der angezogene Punkt auf der Oberfläche lag. 
Aber jener Satz war sehr schwierig zu beweisen, war ein 
blosses Inductionsresultat. Um den Nachweis desselben 
haben sich die Bemühungen der Mathematiker lange ge- 
dreht. Laplace hat ihn zuerst allgemein bewiesen, durch 
Reihenentwicklung.^^) Einen anderen, aber auch höchst com- 
plicirten Beweis hat Legendre gegeben. ^^) Später ist die 
Sache sehr vereinfacht. Wir beweisen nur die Richtigkeit 
der für das Potential gefundenen Ausdrücke. 

Es findet in Bezug auf das Potential eines homogenen 
EUipsoides 
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eine ganz andere Formel statt^ wenn der angezogene Punkt 
ein innerer und wenn er ein äusserer ist; wie dies auch 
schon bei der Kugel der Fall war. Das Potential einer 

Kugel hatte (für k = ]) im Innern die Form 2xa' — - p*, 

. im Aeussem dagegen — - . Also im Innern ist das Poten- 
tial ein Ausdruck zweiten (irades in Bezug auf x, y, z: 

.V 4 mit a SX«> M^u 



Dieselbe Form findet auch beim Potential des Ellipsoids 
statt. Die Rechnungen ergeben 

Gy L, My N hängen von elliptischen Integralen ab. Ist die 
Dichtigkeit gleich 1^ so ist, wemi man zur Abkürzung 



seizt^ 



gl t*d8 j i*ds 1 





00 



Ü 

Für einen iimem Punkt ist also: 

1) ^ = ^\J])-^Ji)(^a^^^ 



Hieraus wollen wir jetzt selbst, mit Benutzung des Mac 
2xiurm*schen Satzes, den Ausdruck des Potentials für äussere 
Punkte entwickeln. 

§. 1). 
Durch den angezogenen Punkt {x, y, z) legen wir ein 
dem ursprünglichen confocales Ellipsoid, dessen Halbaxen 
wir a'y ß'y y nennen. Ist v das Potential des neuen Ellipsoids, 
so hat man nach dem Mac ZaunVschen Satze 
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t? : V = aßy : ccß^y'j 



oder 



aßy , 
V =*= »q' » V. 



Die Halbaxen «', ß\ y finden wir durch Auflosung einer 
cubischen Gleichung. Da der Punkt (a;, y, z) nämlich auf 
der Oberfläche des neuen Ellipsoides liegen soU^ so muss 

^' -I- ?^ -j- ?!- — 1 ( \ 

sein; da femer das neue EUipsoid dem alten confocal sein 
soll; so muss 

«2 - «8 = /T^ ~ /J2 = / 2 _ yt 

sein; so dass.wir 

a'^ = «8 + (y, /T« = |32 + <y, /« = / + (J 

setzen können: durch Substitution dieser Werthe in (a) entsteht 

-Ä- + pTt-+-2X- =1- (b) 

Durch diese cubische Gleichung ist a völlig bestimmt; denn 
jdieselbe hat nur eine positive Wurzel, w^eil es nur ein dem 
ursprünglichen confocales EUipsoid giebt, das durch den 
Punkt (Xj y, z) geht. Sind «', ß\ y auf diese Weise ge- 
funden, so bestimmt sich der Werth des v aus der Glei- 
chung 1) des vorigen Paragraphen, die ja bis zur Oberfläche 
incl. gültig ist. Demnach wird 

aßy / Cd 8 2 C ^^' 

. 



OD _Q0 



2 r ds 2 r ^* ^ 



wo 



m 

Die vorstehenden Integrale können wir auf dieselbe Form 
bringen, welche die in dem für innere Punkte gültigen Po- 
tentialausdruck vorkommenden haben, wenn wir s = s — 6 
setzen. Dadurch wird 
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oder^ da 

■^ = S?7 V'CC«* + «) iß' + s) (y» + *)) 
ist, 2/ = '^Y^ '^' ^"^ folglich 

QO CO QO OO 

a a (1 a 

Also haben wir einen ganz ähnlichen Ausdruck itlr den 
äusseren Punkt, wie ftir den inneren, nur dass die Integrale 
jetzt nicht von sondern von 6 anfangen: ö hängt, als die 
positive Wurzel der Gleichung (b), von der Lage des ange- 
zogenen Punktes ab. 

§. 10. 

Dm nachzuweisen, dass die rechten Seiten der Glei- 
chungen 1) in §. 8. und 2) in §. 9. das Potential eines 
homogenen Ellipsoides, resp. fQr innere und äussere Punkte, 
darstellen, haben wir nach §. 7. nur zu zeigen, dass sie 
jenen drei Bedingungen genügen. Der Ausdruck auf der 
rechten Seite in 1) ist offenbar stetig. Da femer a sich 
stetig ändert,' wenn sich der Punkt {x, y, z) im äussern 
Saum bewegt, so ist auch der Ausdruck auf der rechten 
Seite in 2) stetig. Da an der Oberfläche 6 = ist, so geht 
dort der zweite Ausdruck in den ersten über; mithin ändert 
sich die durch 1) und 2) gegebene Function auch stetig 
beim Uebergang vom äussern Raum in den inneren. 

Wir haben jetzt die Derivirten von v im innem und 
äussern Raum zu bilden. Wir suchen zunächst die Deri- 
yirte von 6 nach x aus der Gleichung 

^' I y' I _^ 1 

«»4- tf T- (32 + <,T- yä-f. <, ^• 

Die Regel für die Derivirte einer impliciten Function ergiebt: 
2« x^ da t/' da z* da ^ 



«« 4. <, (a> 4. aY dx iß* + ay dx (y» + a^ dx 

woraus 

da^ 2x 1 

dx ~ u* -{- a l 
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folgt, wo zur Abkürzung 

\'i 1^ /■Ä2 _|_ ä\2 I^ /,,2 1. ^\« *' 



gesetzt ist. Es ist klar, dass { nicht Null werden kann. 
Denn dann müssten gleichzeitig x, y^ z gleich sein, was 

nur im Mittelpunkt des EUipsoides der Fall ist: -j- bleibt 

also immer endlich und ändert sich slietig. Berücksichtigt 
man für die DifiFerentiation von v im äussern Raum den be- 
kannten Satz: 



dx 






und setzt 



V((i+i)(x+Ä)(.+p))-^, 



so erhält man leicht: 



oo 

1) Tx-- ^''^J Bi^qr-«- 



2> 



) 





o\ dv / Ida j^x^da 1 ^^y^da 1 j^z^da 1 \ 

^ dx~^\Jdx'^~d dxäÄ^a^'^JdxäÄ^'^JdxTÄ^V 



.00 « .00 

ds 



- 2^^y wt^) = - 2^^j^ 



(8 + a«) • 

Es ist klar, dass beide Ausdrücke stetig sind. An der 
Oberfläche, wo <y = ist, fallen sie zusammen. Also auch 

dv ( ^ dv dv\ .... j .. T> ... 

-IT- (ebenso j- > t" ) ist im mnem und äussern Kaum stetig, 

imd auch stetig beim üebergang vom ersten in den zweiten. 
Durch nochmalige DifiFerentiation erhält man: 



1) £ - - 2'j S 



00 

ds 







•2) fl=.-2^fj-^-}--.+ 

^ dx^ J D {8 -\- a^) ' 



oo 

^nx 1 da 



J G -^ a^ dx 
a 

= _ 2« f—^i— -U -" l-^-Vl 

J D(s-^a^)^ ^ \<f + «V l • 
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Diese beiden Ausdrücke fallen an der Oberfluche nicht zu- 
sammen. Schreibt man hiernach die entsprechenden Aus- 

drücke für -=— - und -p-i awf ""J addirt, so entsteht: 



u 






o 



Die vorstehenden Integrale lu.ssen sich leicht angeben. Es ist 

« 

d$/_i I 1 , 1 \ditd((s+a*)(s+ß*)iS+Y*))_ 1 

/>Ufa* •"«+?*"'«+/*/ i> ' ds (s^ah(8+ß*){8+'Y*) 

_dsdjj)*) 1 9''^^^^^.. 

J) ds D* ~ - "(h "*' 

folglich 

/*!« (_1 L _1_ -L _M _ _ " 

J D \jt + a* '^ 8 + ß* '^ 8 + yV 1) ' 

Für den inneren Punkt sind die (1 reuzen 00 und 0: für 
s = 00 wird das unbestimmte Integral 0, und für s = 
wird es — 2. Also haben wir 

^ dx* ' dy^ * d z* ' 

wie es, der zweiten Bedingung gemäss, sein muss. Für den 
äussern Punkt ist die untere Grenze ö: für s = ö wird das 

unbestimmte Integral — -^ , folglich das mit — 2jt multipli- 

cirte bestimmte Integral — , was sich gegen + hebt. 

Also im äussern Kaum wird, gleichfalls in Uebereinsiiimmung 
mit der zweiten Bedingung: 

Es ist noch nachzuweisen, dass unsere Ausdrücke auch der 

dritten Bedingung genügen, der zufolge vx und x^ -j- überall 

endlich bleiben müssen. Dies braucht übrigens nur für den 
äussern Baum nachgewiesen zu werden. Im äussern Baum ist 
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a 

oo 



dx 






Wenn wir ein Integral haben^ dessen Elemente alle dasselbe 
Zeichen haben ^ so können wir alle Elemente desselben ver- 
grössem, und vergrössern so das Ganze. Der Factor 



^ x^ y^ z* 



in dem ersten Integral liegt zwischen und 1: schreiben 
wir also dafür 1, so vergrössern wir das Integral. Wir 

hätten also nachzuweisen ^ dass ^ / tt nicht wächst^ und dass 

a 

00 

x^ I ^r-T — j — sr nicht wächst. Es ist 

1 aßy 



^ Vi{8 + a^ (8 + ß') {8 + y«)) • 

Bezeichnet man die kleinste der drei Halbaxen mit A , dann ist 

Viis + «^) (s + ß') (s + /)) >(s + A*)^ , . 
folglich 

< 



Da njiA. 

/ — ^ = - 2 (s + A«)-i + Const , 



und deshalb 



00 



d8 



{8 + V)i l/(« + X*) ' 



80 ist 



a 






o 

.2 «2 



|/(«T + X') 
X' 1/' 2^ X^ 

Es war -ö--; \- ^A-. f- -g— j — = 1 ; es ist also -ä-i — ent- 

weder ein echter Bruch oder gleich 1, und deshalb 
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X < (a« + ff)i. 

X 

Hieraus in Verbindung mit (a) folj^, das» x f ^.^ kleiner ist als 
was nicht wächst. Ebenso findet man, dass das zweite Inte- 

oo 

gral W gyi^tj kleiner ist als 

o 

was auch nicht wächst. 

§. 11. 
Für die Componente der Anziehung, die eine homogene 
ellipsoidische Masse auf einen Punkt im Innern ausübt , gilt 
nach dem vorigen Paragraphen die Gleichung: 



X = - 2nxjj, 










Dies Integral hängt nur von dem Verhältniss der Axen ab, 
d. h. es ändert sich nicht, wenn mau die Axen in demselben 
Verhältniss zu- oder abnehmen lässt. Dies ist auf der 
Stelle klar, wenn man statt s die neue Integrations variable 

t = -i einführt, wodurch jenes Integral übergeht in das 

folgende 

oo 

di 1 



M 



+')('+?')(' +p')) 



i + r 



Hierin kommt nur das Verhältniss von a zu ß, und von ä 
zu y vor: also das Integral bleibt dasselbe, wenn auch 

a, ß, y sich äjidern, so lange nur -^ und — constant bleiben. 

Die X-Componente ist also dieselbe für zwei Ellipsoide, die 
beide den angezogenen Punkt umschliessen und in ihren 
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Axen ein constantes Verbal tniss haben, während die Axen 
des einen mit denen des andern in dieselbe Richtung fallen; 
dasselbe gilt von den beiden anderen Componenien Y und 
Z. Daraus folgt: 

Eine Jwmogene ellipsoidisclie SdialCy die von zwei concen- 
trisehen, ahnlichen und ähnlich liegenden Flächen begrenzt wird, 
übt auf einen beliebigen innerlwlb der Höhlung liegenden Punkt 
keine Wirkung aus. 

Es findet also auch Gleichgewicht statt ffir einen Punkt, 
auf den lauter unendlich dünne, homogene, von ähnlichen 
Flächen begrenzte Schichten wirken, wenn auch die Dichtig- 
keiten der einzelnen Schichten verschieden sind. Dies Re- 
sultat kennt man seit Newton-, es ist Niemandem eingefallen 
zu untersuchen, wie es mit der Wirkung einer solchen Schale 
nach aussen beschaffen ist. 

Für den äussern Punkt ist 



00 



X = 27tX I -f77 j ST . 



a 



Jetzt wollen wir das EUipsoid sich ändern lassen, so aber 
dass die Axen dasselbe Verhältniss zu einander behalten. 
Setzen wir zunächst wieder s = a^ty so erhalten wir 



X--2,x '' •" ' 




(. + ,)(. + ;: <) (1 + ;-,■ ,)) 



1 + t 






ist die positive Wurzel der Gleichung 



m 

oder, wenn wir letztere mit a* multipliciren, der Gleichung 

1 LL ^ ^ e! j_ ^ ^ r! _L ^ 

1^2 ^2ißj2 a*'a2 

Das Integral, auf welches wir hier kommen, hängt also, 
wegen der unteren Grenze, allerdings von dem absoluten Werth 
der Axen ab: es findet aber doch etwas Einfaches statt^ 
wenigstens in Bezug auf die Anziehung einer unendlich' 



Potential und Ansiehiing eines homogenen Elli})tK»ide8. , 47 

dünnen Schale, deren äussere Fläche der inneren ahnlich ist. 
Die äussere Fläche soll die Halbaxen a, ß, y haben; damit 
die innere Fläche der äusseren ähnlich sei, setzen wir deren 
Halbaxen gleich a (1 — f), ^ (1 — *), y (1 — f^. Die Com- 
ponente des äusseren Ellipsoides sei X, die des inneren X': 
dann wird X — X die Componeute der Schale sein. Setzen 

wir für den Augenblick = tu , = w ^ so haben wir 



= — 2ax / - 



•((1 + (» + n,U) (1 + n«/)) > + « ' 



a 



WO a die positive Wurzel der Gleichung 

Hieraus sieht man, dass die Formel filr X' aus der für X 
erhalten wird, wenn man in letzterer nur statt a setzt 
a — as, denn tn imd n sind für X' dieselben wie für X. 
Für ein unendlich kleines s ist demnach 

= X — 3 £« , 

(tct ' 

xmd folglich die Componente einer unendlich dünnen Schale 

— Ä = 7- ea, 

da 

Es ist aber 

dX 2nx 1 ^VäV ,,v 

-^ sa = sa ; ■■ r . (b) 

'+f.j/((x+:.)(i+|,)(x+;.)) "" 

Sehen wir -i als Function von a an und dififerenziren die 
Gleichung (a), so entsteht: 

+ 71 :r\i \ -jz— = ^«• 




\m* + aV \n«^"aV. 



da 



Es wird gut sein, zur Abkürzung a^ ~\- ö, ß^ '\- ö^ y^ + <y 
zu nennen a'^, jS'^, /^; «', j3', y werden dann die Halbaxen 






X 

« — , 



I c 



f 

f 



ff 



ff 
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KsiieiaKii ok* ConpcmeißeL osr StÜLÜ^. ist ^es. oer X-. F-. Z- 






Z= — 4farf- -TT^ — - 

Für ^ B«nltiiite i? = 1 X^ — P — Z= &>3rt attn 
j[M>db «uiiaeheren Ausdno^^. niTrHf^^ 

f>aMf Volumen des iosser^n Ellip$^»d^ i>t f ^re^};*. das des 
ii^UATen ^xaßy (1 — fV = |a^e^r 1 — 3^ : also ist das Vo- 
Uj$üea der Schale Axaßyi. und da die I>ichtigkeit t=l 
i^f m ist auch die Masse der Schale Axeßyf. Bexeiehnen 
irir dii^iK« Masse durch 3f . so haben wir 



K^ x«i fi/>ch die Richtung der Resultante zu bestimmen, d. h. 
4ii^ dr^i Winkel, welche sie mit den drei Coordinatenaxen 
4i/ N«nm;n wir diese Winkel a, fi, v^ so ist 



^p '^1 


«•1-1- -^f.«-!« ^,*, «••- -^ß 
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des durch den äusseren* Punkt {Xy y, z) gelegten confocaleu 
Ellipsoides sein.' Setzt man gleichzeitig für m^ und n^ wieder 
ihre Werthe, und dividirt beide Seiten der letzten Gleichung 
durch «*, so erhält man 






oder, wenn wir 



^_ \ y_ \ i L 



setzen, 



2p« 



da a' 

Substituiren wir diesen Werth statt —^ — in (6), und be- 
zeichnen die Componenten der Schale, die resp. der X-, F-, Z- 
Axe parallel sind, durch X, Y, Z, so haben wir 

2 cLßy X 



X = — 4:S%p^ 



a p y a * 



^ « p y ?* 

/^ A % aßy ^ 

-^ a p y y * 

Für die Resultante R = >/(X2 + F^ + Z^) findet man einen 
noch einfacheren Ausdruck, nämlich^*) 

B = 4:8% ft^. p. 

« p y 

Das Volumen des äusseren Ellipsoides ist ^naßy, das des 
inneren ^naßy (1 — eY = ^TCaßy (1 — Sf); also ist das Vo- 
lumen der Schale Anaßye, und da die Dichtigkeit Ä = 1 
ist, so ist auch die Masse der Schale Aitaßye, Bezeichnen 
wir diese Masse durch M, so haben wir 

Mp 



R = 



if > • 



a ßy 

Es ist noch die Richtung der Resultante zu bestimmen, d. h. 
die drei Winkel, welche sie mit den drei Goordinatenaxeu 
bildet. Nennen wir diese Winkel A, /ü, v, so ist 
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^ X X y z 
cos A -= ^ = — ,-, |), cos ^ = — ^-j p, cos V = ,, p. 

Die hier vorkommenden Grossen ^ sowohl die drei Cosinus, 
als das p, haben eine einfache geometrische Bedeutung. Die 
Gleichung des EUipsoides, dessen drei Halbaxen a, ß\ y 
sind; lautet: 

'«* • ^« ' /« • 

Legt man an einen Punkt {x^ y, z) dieser Fläche die Tangential- 
ebene^ und nennt die laufenden Coordiuaten der letztem ty u^ Vj 
so ist, da die Gleichung der. an den Punkt (V, y, z) der 
Fläche L = gelegten Tangentialebene diese ist : 

in unserem Fall die Gleichung der Tangentialebene 

^'2 + ij'i + "'* = !• (c) 

Wenn man die Gleichung einer Ebene in die Form gebracht 
hat, dass das constante Glied auf der zweitien Seite positiv 
und die Summe der Quadrate der drei Coefficienten von /, ti, v 
gleich 1 ist, so sind diese drei Coefficienten bekanntlich die 
Cosinus der Winkel, welche das vom Anfangspunkt auf die 
Ebene herabgelassene Perpendikel mit den drei Axen bildet, 
und die zweite Seite die Läng^ des Perpendikels. Multipli- 
ciren wir die Gleichung (c) mit pj so entsteht 

v^ + 'p' + y^ ^^' W 

und in dieser Gleichung haben die Coefficienten von ^, tf, v 
die Eigenschaft, dass die Summe ihrer Quadrate gleich 1 ist. 
Nennen wir also die drei Winkel, die das vom Anfangs- 
punkt, d. i. vom Mittelpunkt des EUipsoids, auf die in dem 
Punkt {Xj y, z) SLii das confocale EUipsoid gelegte Tangential- 
ebene gefällte Perpendikel mit den drei Axen bildet, A', ft', v: 

SO ist cos A = -rj u. 8. w. Also A und k\ ft und /it', v und 

V sind Nebenwinkel. Daraus folgt, dass die von der Schale 
auf den Punkt (rc, y, z) ausgeübte Kraft senkrecht gegen 

Dirichlet, Fotcntialtheorie. ' 4 



50 Zweiter Abschnitt. 

das durch diesen Punkt gelegte eonfocale EUipsoid gerichtet 
ist^^). Femer ergiebt sich aus (d), dass die in der Gleichung 

vorkommende Grösse p die Länge jenes Perpendikels ist. 

Hat man also eine von zwei concentrischen ähnlichen 
EUipsoiden begrenzte unendlich dünne Schale, so ist die 
GesanMntwirkung, die dieselbe auf einen äussern Punkt aus- 
übt, gleich dem Product aus der Masse der Schale in das 
vom Mittelpunkt auf die in diesem Punkt an das eonfocale 
EUipsoid gelegte Tangentialebene gefällte Perpendikel, divi- 

dirt durch das Product aus den drei Halbaxen des confo- 

» 

calen Ellipsoides; die Richtung der Ge^ammtwirkung ist 
senkrecht gegen das eonfocale EUipsoid. Sämmtliche Data 
hängen also von dem confocalen EUipsoid ab. 

Ist die Schale kugelförmig, so ist das eonfocale EUipsoid 
auch eine Kugel; das Perpendikel p ist dann dem Radius q 
dieser Kugel gleich, und die drei Halbaxen sind auch einzeln 
gleich Q. Unsere Formel liefert also in diesem Falle das 
schon bekannte -Resultat 

Wir wollen jetzt den äusseren Punkt an die Oberfläche 
der Schale bringen. In diesem Fall ist das durch den Punkt 
gelegte, der äusseren Begrenzimg der Schale eonfocale EUipsoid 
die äussere Begrenzung selbst: «', /3', / fallen mit a, ßy y 
resp. zusammen, und es wird: 

11 = Ansph, (e) 

während die Richtung der Kraft 11 senkrecht gegen die 
äussere Begrenzung ist. Lässt man nun den angezogenen 
Punkt auf der Oberfläche der Schale sich bewegen, so ändert 
sich in der Formel für ü nichts als p^ so dass also die An- 
ziehung dem Perpendikel p proportional ist. Wir werden 
finden, dass die Anziehung der Dicke der Schale proportional 
ist, indem p der Dicke proportional ist. In Figur 9. sei o 
der Mittelpunkt der Schale, m ein beliebiger Punkt der 
äusseren Grenzfläche, os das von o auf die durch m gehende 
Tangentialebene gefällte Perpendikel p. Die durch om und 
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OS gelegte Ebene wird die Schale in zwei Curven (Ellipsen) 
sclineiden; r sei der Punkte wo die Gerade om die innere 
Ellipse schneidet. In m er- 
richte man auf der äusseren 
Grenzfläche das Loth, und 
nenne das Stück mq desselben, 

welches zwischen beiden 
Grenzflächen enthalten ist, 
d: dann ist d die Dicke der 
Schale in dem Punkt m. Da 
wir mg als senkrecht gegen 
rq ansehen können ^ so haben 
wir zwei ähnliche recht- 
winklige Dreiecke oms und 
mrq] folglich findet diese 

Proportion statt: 

OS : om = mq: mr. (f) 

Sind X, y, z die Coordinaten des Punktes m, so sind, wie 
leicht zu sehen, x{\ — «), y (1 — ^)> ^ (1 — ^) ^^^ ^^s Punktes 
r, so dass man hat 

om : or = 1 : 1 — £, 
oder 

rm : om = e : l. 

Hieraus folgt, dass rm = a • om ist. Substituirt man diesen 

Werth statt rm, und zugleich ^) und d statt os und mq in 

(/), so entsteht: 

p : om = d : e - om, 

folglich ist d =s £ • 2>. Statt (e) können wir also schreiben 

i{ = 4Äd*. 

Wir können demnach sagen: Die Anziehung^ welche eine 
unendlich dünne von zwei concentrischen, ähnlichen und ähn- 
lich liegenden Flächen begrenzte ellipsoidische Schale auf 
einen Punkt ihrer äusseren Oberfläche ausübt^ ist 

1) normal gegen die Oberfläche gerichtet, 

2) der Dicke der Schale proportional, 

während sie auf die in der Höhlung und auf der inneren Ober- 
fläche liegenden Punkte gar keine Wirkung ausübt. 
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Das Flächenpotential. 

§. 12. 

Letztere Eigenschaft der unendlich dünnen ellipsoidischen 
Schale ist einer grossen Verallgemeinerung fähig. Cmdonib, 
der Erste, der die Elektricitätslehre experimentell genau be- 
handelte , bemerkt, dass die Elektricität sich an der Ober- 
fläche der Leiter, wie ein incompressibles Fluidum, in einer 
homogenen Schicht ansetzt, die man als unendlich dünn an- 
sehen kann: Wirkung nach innen hat nicht statt, denn sonst 
würde eine weitere Zersetzung der Elektricität im Innern 
des Leiters stattfinden, und wir hätten kein Gleichgewicht 
Coulomb fand experimentell, dass die Wirkung einer solchen 
Schicht an der äussern Oberfläche überall normal gegen 
letztere und der Dicke der elektrischen Schicht proportional 
ist. Das Coulomtf^chQ Resultat lautet demnach so: Ist eim 
sehr dünne homogene Massenschicht so beschaffen, dass ihre 
Wirkung im Innern überall Nijl ist, so ist ihre Wirkung 
an der äusseren Oberfläche normal gegen letztere gerichtet 
und der Dicke proportional. Man sieht, dass der im vorigen 
Paragraphen gefundene Satz nur ein specieller Fall dieses 
allgemeinen Theorems ist. Aber auch letzteres ist später, 
und zwar von Lojoilace, sehr erweitert. Laplace selbst hai 
freilich nichts hierüber veröffentlicht, aber Foisson führt as, 
dass Laplace ihm folgenden Satz mitgetheilt habe^*): 

Man denke sich eine schalenförmige Masse, die von 
zwei geschlossenen Flächen begrenzt wird. In irgend einem* 
Punkt der äussern Fläche errichte man auf derselben die 
Normale, welche die innere Fläche in 0' treffe. Dann.zer* 
lege man die ganzen in und (/ stattfindenden Kräfte (die 
von der schalenförmigen Masse herrühren) nach der Nor- 
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male, uod neone die in die Kichtung der Normale falleodeii 
Kräfte P und Qy und zwar betrachte man jede einzelne der- 
selben als positiv oder negativ, je nachdem sie in die nach 
aussen oder nach innen gerichtete Normale fallt Ist nun 
die Dicke d der Schale unendlich klein, dann ist die Summe 
jener beiden Componenten, die auch unendlich klein sein 
werden, 

wo k die in und (X stattfindende Dichtigkeit bezeichnet, 
die auch veränderlich sein kaim von Normale zu Normale, 
wenn sie sidi nur stetig ändert. 

Ist £ die Dicke an einer bestimmten Stelle, so können 
wir immer die Dicke an irgend einer Stelle gleich £% setzen, 
wo X eine Function von x, y, z ist*'*), so dass wir haben: 

P+Q=^—4naxk. 

Dies ist eine Gleichung zwischen miendlich kleinen 
Grossen erster Ordnung: wir wollen sie so umformen, dass 
das unendlich Kleine verschwindet. Für ein endliches £ 
würde die Gleichung so lauten: 

P^Q + e=-4nexh, (1) 

WO 6 eine, freilich unbekannte, Function von x, ij, z, k, s 
Mi, von der wir aber wissen, dass sie schneller abnimmt als 

«, oder dass lim — = ist. Statt der von Normale zu Nor- 

male veränderlichen Dichtigkeit k (sie kann auch constaut 
sein) setzen wir jetzt eine andere, die überall in demselben 

Yerhaltniss grosser sein soll als jene, nämlich — , während 

die Dicke £% vorläufig dieselbe bleiben soll: dann ist klar, 
dass auch Potentit^J und Uomponenten der Schale in dem- 
selben Verhältniss wie die Dichtigkeit grösser werden. Nennen 

ym also die für die neue Dichtigkeit — stattfindenden Wertlie 

der nach der Normale zerlegten Componenten P^ und Q^y 

P O 

so haben wir P^ = — , y^ = -^. Dividirt man andrerseits 

die Gleichung (1) durch e, so entsteht 

7 + t + T=-4^^^-' 



54 Dritter Abschnitt, 

folglich ist 

P, + <?i + V = - 4«X*. 



£ 



Lassen wir in dieser Gleiehung e abnehmen, so lassen wir 
die Dicke abnehmen und gleichzeitig die Dichtigkeit zu- 
nehmen ^ imd zwar findet dabei Folgendes statt: jeder Ele- 
mentarcy linder der Schale von der Dicke 6%, der dem Flächen- 
element CO entspricht^ behält bei der Abnahme des £ dieselbe 

k 
Masse ;. da seine Masse cox^ ' — = c^X^ von e unabhängig 

ist; die Schale selbst nähert sich dem Zustand einer mit 
Masse belegten Fläche^ wo auf das Flächen^lement cd die 
Masse cox^ kommt. Damit wir wieder sagen können, die 
auf einem Flächenelement enthaltene Masse ist gleich dem 
Product aus diesem Flächenelement in die daselbst statt- 
findende Dichtigkeit, wollen wir das Product x^^ jetzt Dichtig- 
keit nennen und auch wieder mit dem Buchstaben Je be- 
zeichnen. Die Grenzen, denen P^ und Q^ zustreben, wenn 
der Process des Abnehmens von e ins Unendliche fortgesetzt 
wird, wollen wir p und q nennen; da gleichzeitig der Quo- 
tient — sich der Grenze Null nähert, so haben wir 

p -}- 2 = — 4:7tJc. 

Diese Gleichung ist nur eine andere Form des Laplace^ach&a 
Satzes, in welcher das unendlich Kleine verschwunden isi^ 
uüd sagt Folgendes aus: 

Hat man eine mit Masse belegte Fläche und versteht 
unter der Dichtigkeit k an jeder Stelle den Factor, mit dem 
man das Flächenelement zu multipliciren hat, um die darauf 
befindliche Masse zu erhalten, so übt jene Fläche an jeder 
Stelle nach beiden Seiten hin Wirkungen von der Beschaffen- 
heit aus, dass die Summe dieser beiden nach der Normale | 
zerlegten Wirkimgen gleich — 47tk ist,^^) 

§. 13. 

Bezeichnet man mit a, fc, c die Coordinaten irgend 
eines Punktes einer mit Masse belegten Fläche; mit ds das 
bei (a, b, c) liegende Element derselben, mit k die Dichtig- 
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keit in ds] mit r die Entfernung des Punktet« (a, b, c) Ton 
einem Punkte 0, dessen Coordinaten x, y, z sind, und mit 
V den Werth des Potentials der in der Fläche vertheilten 

Masse in dem Punkt 0: dann ist r — j — , durch die ganze 

Fläche ausgedehnt. Nennen wir die in die Richtung der 
X-Axe fallende Componente der Kraft ^ welche jene Masse 

auf ausübt, X, so ist X «= 1 " ., ' , gleichfalls durch 
die ganze Fläche ausgedehnt. So lange der Punkt ausser- 
halb der Fläche liegt, ist . unbedingt einerlei mit X. 

ff •v 

Wir zeigen zunächst, dass das Potential v auch jetzt 
wieder, wie früher, überall stetig ist Dass v und alle Diffe-* 
rentialquotienten von v in allen Punkten, die nicht auf die 
Fläche selbst fallen, stetig sind, leuchtet auf der Stelle ein. 
Denn wenn ich von einer Function nachweisen will, dass 
sie sich stetig ändert, brauche ich nur nachzuweisen, dass 
ihlre ersten Derivirten endlich sind: die Endlichkeit von v 
und irgend einem seiner Differentialquotienten liegt aber 
auf der Hand. Dass, wenn der Punkt {x, y, z) auf die 
Fläche tritt, oder auf der Fläche sich bewegt, das Potential 
nicht blos endlich, sondern auch stetig bleibt, bedarf eines 
Beweises. Es sei m die Stelle, wo der Punkt auf die Fläche 
faitt, oder von wo aus er sich auf der Fläche bewegt, und 
a ein dem Punkt m unendlich nahe liegender Punkt ausser- 
halb der Fläche. Die Potentialwerthe in a und m seien A 
und M. Wir zeigen zunächst, dass A unendlich wenig von 
M verschieden ist. Wäre ein endlicher Unterschied vor- 
handen, so könnte der nur herrühren von den Theilen der 
Fläche, die dem Punkt m unendlich nahe sind; denn fiir 
den übrigen Theil der Fläche ist nicht nur a sondern auch 
m ein äusserer Punkt, mithin ändert sich das von diesem 
Theil herrührende Potential gewiss stetig beim Uebergang 
von a nach m. Nun lässt sich aber zeigen, dass die Flächen- 
theile, die dem Punkt m unendlich nahe liegen, erstens zu 
Ay zweitens zu M nur unendlich wenig beitragen. Die erste. 

Behauptung leuchtet unmittelbar ein, da in I — kein Ele- 
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Fig. 10. 



ment unendlich gross wird, und gleichzeitig die Fläche, 
über welche sich das Integral erstreckt, unendlich klein ist. 
Die zweite Behauptung lässt sich folgendermassen beweisen. 
In m legen wir die Tangentialebene an die Fläche; in der- 
selben beschreiben wir um m einen Kreis mit dem Radius d 
(Fig. 10.), und errichten dann in allen Punkten der Peripherie 
dieses Kreises Perpendikel auf der Tangentialebene. Alle 
diese Perpendikel bilden eine Cylinderfläche, die von der 

Fläche ein Stück S ab- 
schneidet. Wie gross kann 
das von diesem Fläclien- 
stück herrührende Poten- 
tial höchstens sein? Die 
Neigung zwischen der Tan- 
gentialebene und irgend 
einem Element ds der 
Fläche /S sei ^, die Pro- 
jection von ds auf letztere sei dö: dann ist da = cos ^ ds. 
Der grössie Winkel ^, der vorkommt, sei £; dann ist dö>ds cos«, 

oder ds< . Wir dürfen voraussetzen, dass £ < 90® ist, 

- C08 S 7^-7 

da wir das Stück S beliebig klein annehmen können. Setzen 







ds da 



cos £ 



statt ' 



-i 



wir in dem über S ausgedehnten Integral I — 

dSj für Je den grössten Werth K, und für — den Werth — , 
wo Q die Projection von r ist, die ja nie grösSer ist als f, 

so haben wir / — > / . Das Integral 1 — ist über 

cos € J Q -^J' r ^ J Q 

den Kreis mit dem Radius d auszudehnen; q ist die Distanz, 
des festen Punktes m von dem Kreiselement da. Theilexi 
wir den Kreis durch Polarcoordinaten, so ist da = Qdgd 

jdd'dQ. Integriren wir zunächst nach (>, so ist das un 
stimmte Integral /(i() = q, und da wir von bis d zu i»- 
griren haben, so ist Jdd^dg = 8 Jd^ = 2nS, Mithin 



j 



käs 



< 



K 
cos s 



-2%d. Dies nähert sich aber mit abnehmen* 
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d der Grenze Null. Also ist A von M unendlich wenig 
verschieden, oder das Potential ändert sich beim Uebergang 
von a nach m nach der Stetigkeit. Ist nun femer n ein 
dem Punkt m unendlich nahe liegender Punkt auf der Fläche, 
und der Werth des Potentials in n gleich JV, so sind A und 
N gleichfalls unendlich wenig verschieden, also auch N und 
My d. h. auch auf der Fläche ändert sich das Potential 
stetig. Das Potential o einer auf einer Fläche vertheilten 
Masse ist folglich überall stetig. Aber ganz anders verhält 

es sich mit der Derivirten -,- . 

dx 

§. 14 . 

/f n 

Wir wollen das Verhalten von -, oder X nur für den 

Fall untersuchen, dass der Punkt sich auf der in irgend 
einem Punkte der Fläche auf derselben errichteten Normale 
von der einen Seite der Fläche auf die andere bewegt. Wir 
richten uns so ein, dass die A-Axe mit dieser Normale zu- 
sammenföUt, imd der Anfangspunkt mit dem Punkt m der 
Fläche, in welchem die Normale errichtet ist. Da der 
Punkt in der ^-Axe bleiben soll, so ist y = ^ = 0, folg- 
lich hat in dem Integral 



^-'£-J'- 



x) kds 



y3 



r* den Werth (a — xY + '^^ + ^'^- ^^'^^ wollen also die beiden 
Werthe, die das vorstehende- Integral för ein unendlich 
kleines positives x und für ein unendlich kleines negatives 
X annimmt, mit einander vergleichen, indem wir ihre Diffe- 
renz zu ermitteln suchen. Für diesen Zweck genügt es 
ofienbar, einen beliebig kleinen den Punkt m einschliessen- 
den Theil der Fläche zu. betrachten, da der Beitrag des 

fibrigen Theiles der Fläche zu dem Werth jon ;.— sich stetig 
^öaejrt: wir werden daher den Werth von -r- blos in Bezug 

Cv X 

*^^ das Stück S der Fläche betrachten, welches durch den 
im v^origen Paragraphen construirteu Cylinder ausgeschieden 
'^ird (Fig. 10.). Auch führen wir statt jedes Flächenelementes 



y 
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ds wieder seine Projection rf<y = ds cos V' ein: dadurch wird 
7 — ä— da . auszudehnen durch die (ranze um den 

Punkt m beschriebene Kreisfläche. Den Radius der letzte- 
ren, den wir im vorigen Paragraphen d nannten, wollen wir 

jetzt durch 22 bezeichnen. Von der Grösse 



cos ^ 



dürfen wir 



voraussetzen, dass sie sich auf dem Fiächenstück S überall 
stetig ändert, mit andern Worten, dass der im Divisor vor- 
kommende Winkel ^ überall kleiner als 90^ ist, insofern 
wir S beliebig klein annehmcfn können. Schreiben wir zur 

Abkürzung Ä statt — — : , so haben wir 



cos 1^ ' 

X 



-/"- 



— X 



da. 



Da a, 6, c die Coordinaten einer Fläche sind, so ist a eine 
OTetige Function von 6 und c. Statt 6 und c wollen wir 
Polarcoordinaten einführen (Fig. 11.), indem wir setzen: 
})^= Q cos -d", c = (> sin ^, Der Winkel %^ erstreckt sich von bis 
2;r, der radim vector q von bis K; das Flächenelement da 
wird Qdd'dQ] ferner wird 



2n 



R 



U 



Fig. 11. 







O 



/ 



X 



/ 



Q^- 



m 



Der Winkel d" ist bei 
der ersten Integration 
(nach q) constant. Ist 
a = 9 (6, c), so ist 
a = q) {q cos d", q sin d') 

die Gleichung des 
Schnittes der Fläche 
mit derjenigen Ebene, 
welche durch die Ä-Axe 
geht und mit der Ebene 
AmB den Winkel %" 
bildet,in rechtwinkligen 
Coordinaten a und q. 
Der Schnitt wird nur 
auf der Seite von m 
aus betrachtet, wo q 



/ 



a 




a 
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positiv ist, weil der andere Theil, wo q negativ ist, später 
berficksichtigt wird, wenn wir zu dem Winkel « + ^ kommen. 
Der Sclmitt .ist eine Curve, welche p in dem Punkte m be- 
rührt (Fig. 12.), weil p in der Tangentialebene liegt. Daraus 

folgt, dass -^ f&r jeden Schnitt ein Fig- i^- 

Quotient ist, der sich der Grenze ^A 
nähert, wenn p, und damit a unend- .^^' 

lieh abnimmt, oder dass lim ( - j = ist. ^ 

Das Integral 1 — — 5 — prfp zerfallt in diese beiden: 



u 

von denen wir zunächst dai^ zweite betrachten. Wir können 
demselben nicht anders beikommen, als wenn wir dasselbe 
in zwei Theile zerlegen, indem wir zwischen und B, eine 
Zwischengrosse t einführen; aber diesen Z wischen werth halten 
wir nicht fest, sondern derselbe soll mit abnehmendem x 
auch abnehmen, jedoch so, dass wir ein gewisses Verhält- 
niss in der Abnahme stattfinden lassen, das wir nach unserem 
Gutdünken reguliren. Wir setzen also 

K 9 R 

- :cjh^ = - X pjfi - */*f^ . (1) 

In dem Intervall zwischen und dem jedesmaligen £ sei 8 
der absolut grösste Werth von . Von diesem 8 kann man 

voraussagen, dass es mit abnehmendem e selbst unendlich 
klein wird; auch ist leicht einzusehen, dass wenn b unendlich 
abnimmt, sich S stetig verändert (es kann auch stellenweise 
constant bleiben). Man betrachte die Sache erst von dem 
Augenblicke an, wo d schon ein echter Bruch ist. Für den 
absoluten Werth von x, den wir durch [pö] bezeichnen wollen, 

nehmen wir die Grosse £)/d, also eine Grösse, die sich stetig 

ändert. Da 8 der absolut grösste Werth von — sein sollte, 

so haben wir 
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— < d fd. h. in dem Intervall von bis e), 
oder [ä] < QÖ, folglich ist a fortiori 

Auf das erste Integral der rechten Seite der Gleichung (1) 



-f 



hgdQ 



y8 





wenden wir den Satz an, dass wenn unter dem Integral- 
zeichen zwei Factoren vorkommen, von denen der eine (hier -A 

sein Zeichen nicht ändert, dann das Integral gleich ist einem 
Product aus dem Integral von dem Factor unveränderlichen 
Zeichens in einen Werth, der zwischen dem Maximum und 
Minimum des andern Factors liegt. Demnach ist 

c e 



wo H zwischen dem grössten und kleinsten Werth liegt, den 
das h innerhalb des Intervalles von bis b annimmt. Das 
Integral 






Qdq 





besteht aus lauter positiven Elementen. Von einem solchen 
Integral lassen sich zwei Grenzen angeben, indem man alle 
Elemente desselben einmal vergrössert und dann verkleinert. 
Es ist 

[^J = bYö , und [a] <i Sb\ 

da nun von dem Augenblicke an, wo wir die Sache be- 
trachten, 8 ein echter Bruch ist und bleibt, so folgt aus 
den vorstehenden beiden Gleichungen, dass 

\x\ >d6> [a] 

ist. Aus dieser Ungleichheit folgt erstens, dass.ic -j- de und 
X — de immer dasselbe Zeichen haben, und zweitens, dass 
X — a immer zwischen den beiden Grenzen x -}- de und 
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X — 8b liegt, wofür wir der Kürze halber sagen wollen, 
dass X — a zwischen den Grenzen x + da liegt Haben wir 
aber eine Grösse, die zwischen zwei Grenzen liegt, welche 
einerlei Zeichen haben , so muss auch das Quadrat jener , 
Grosse zwischen den Quadraten derselben beiden (irenzeu 
liegen; es muss demnach {x — a)* zwischen {x + Öt)^ liegen. 
Hieraus folgt weiter, dass 

?— ? z zwischen / ^— ^ = 



liegt In diesen beiden Grenzen kommt a, welches eine 
Function von p war, gar nicht vor; x -\- Öt ist bei der Inte- 
gration coBstant Jene beiden Grenzen sind demnach von 

_. ._T _5__ _ ^o m eine Constante ist Eh ist aber 





mithin 



r_lil_ „ _ . ^ + Const.., 







ifd^ 1 1 



(m* + p*)i w* („j« ^ g«)i • 



Hieraus ergiebt mch, dass — xll i - ^^ ^ j zwischen 

j ((^ -- ay + ^*)^ 

den Grenzen 

liegt. Der Factor H geht zuletzt über in den Werth von 
h im Anfangspunkt, d. h. in die Dichtigkeit im Anfangs- 
punkt, die wir mit Tcq bezeichnen wollen. Das erstß Glied 

des andern Factors, r-^-*— , , nähert sich für beide Grenzen 

dem Werthe -r-r , d. h. dem Werthe -— 1 , wenn x positiv, 
und dem Werthe + 1, wenn x negativ ist, während sich 

das zweite Glied r sowohl für positive als ne- 

{{X ± 8$Y + ««)i 

gative Werthe des x der Null nähert. Mithin ist für ab- 
nehmende X 
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lim — X I ^-^ « = + A;« , 



wo das obere oder untere Zeichen gilt; je nachdem x beim 
Abnehmen positiv oder negativ ist. 

Wir untersuchen jetzt das zweite Integral auf der rechten 
Seite der Gleichung (1) 

_ ^ f___h9d9_ 

Bezeichnen wir den absolut grossten Werth des h in dem 
Intervall von s bis R durch fi", so ist dies Integral , abge- 

sehen vom Zeichen, kleiner als x H l ^, also 

auch kleiner als xH Ci^^ ^^ ^^^^^^ ^j^ ^^:^ __ |_^ . 

c 

Es ist aber, nach der Annahme, lim — = 0, und selbstver- 

c 

ständlich lim p- = 0. Also ist die Grenae dieses Integrals 0, 
und mithin die Grenze des ganzen von bis R ausgedehnten 

R 



Integrals - xj ^ gleich + Jc^. 





Es bleibt das erste der beiden Integrale unt^ (Ä), nämlich 

hagdg 



J 





« 

zu untersuchen für den Fall, dass x unendlich abnimmt. 
Für .diesen Fall müssen wir eine Beschränkung machen. 
Der für die Grenze des zweiten Integrals unter (Ä) gefundene 

Werth + Jcq beruhte darauf, dass die Function — sich der 

Grenze näherte. Gewöhnlich, wenn eine Function einer 
Veränderlichen q sich der Grenze Null nähert, geschieht dies 
so, dass sich aus der Function ein Factor herausziehen lässt, 
der die Form einer Potenz von q hat, während der andere Factor 
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endlich ist; und dass dies stattfiudet in Bezug auf — , mler 

dass — = Q^ö (A>0) , wollen wir annehmen. Wäre dies nicht 

der Fall (wie z. B. bei dem Ausdruck — , der zwar Null 

log ^• 

wird f&r p «« 0, aber -sich nicht in die Form q^ö bringen 
lasst), so liesse sich leicht nachweisen, dass das erste Inte- 
gral, während x unendlich abnimmt, über alle Grenzen 
hinaus wachsen würde. Ist jene Bedingung aber erfüllt, so 
bleibt das erste Integral immer endlich und hat nicht die 
Unstetigkeit des zweiten Integrals. Um dies zu zeigen , zer- 
legen wir das erste Integral in zwei Theile: 

s R 

ö t 

Wir können d so einrichten, dass der erste Theil für jedes 
X kleiner wird als etwas beliebig Kleines, und der zweite 

Theil endlich und stetig ist. Setzen wir nämlich für — das 

d 

Product 0Q^, so wird der erste Theil / - ^ — ^ — -, . Wir 

veTgrossern wieder, indem wir statt der Grösse ha den grossten 
Werih A setzen, den dieselbe in dem Intervall von bis d 
annimmt. Lassen wir (x — a)* im Divisor fort, so ver- 

grossem wir abermals. Das vorstehende Integral wird folg- 

d 

lieh kleiner sein als ÄjQ^~~^dQ'^ dies nähert sich aber mit 



abnehmendem d der Grenze Null. Der zweite Theil 



J 



R 



i(x - ay + ff')i 



ist oflfenbar für jedes x endlich und stetig: endlich, weil 
keias der Elemente des Integrals unendlich gross wird, und 
stetig, weil seine erste Derivirte nach x endlich ist. Das 
ganze erste Integral unter {Ä) bleibt also für jedes x endlich 
und stetig. Nennen wir die Grenze, der dasselbe für ab- 
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nehmende x zustrebt, Mq^ so wird die Summe des ersten 
und zweiten Integrals^ d. i. unser ursprüngliches Integral 

R 

/— — - ^, , wenn x unendlich abnimmt, sich der Grenze 
((a - X)' + 9')i 



^0 — ^0 ö^®^ ^0 + ^0 nähern, je nachdem x beim Abnehmen 
als positiv oder negativ vorausgesetzt- wird. Dies lässt sich 
auch so ausdrücken; dass man sagt, es ist 

R 

{a — x) hgdQ 



A 



= +Ä;o + -Mo + <y; 



((a - xy + Q*)i 



wo ö eine Function von x ist, die für ein unendlich kleines 
positives oder negatives x selbst unendlich klein wird. Um 

;t- zu erhalten, integriren wir nun noch nach ^: 

(Xi sc 

Bezeichnen wir das von x unabhängige Integral fjH^dd' 



durch N, und gehen zur Grenze über, so wird 

lim ^ = + 2nko + K 

Wir wollen den Grenzwerth von 3- bei unendlich abnehmen- 

• dx 



dem positiven x durch \-t-\ , bei unendlich abnehmendem 
negativen x durch y~\ bezeichnen; dann haben wir 

mithin 

\dxJ J^9 \dx/—§ ' 

WO k die Dichtigkeit an der Stelle, wo die Normale die 
Fläche trifft, bezeichnet. ^^) Die Derivirte -j- ändert sich 
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also auf der Normale beim Uebergang von der einen Seite 
der Fläche auf die andere sprungsweise, und zwar um 4nJc, 
Dieser Satz ist unendlich wichtig; fast alle Unter- 
suchungen beruhen darauf. AVir können demselben eine 
etwas andere Form geben. Sei m (Fig. 13.) ein Punkt der 
Fläche; durch m ziehe man die Normale Pmn; P.sei ein 
fester Punkt auf derselben. Die Distanz irgend eines festen 
Pnnktes n auf der Normale von P sei 2h und die des Punktes 
m von P sei a: 

Fn = p , Pm = a. 

Der Punkt m sei auch ein Anfangspunkt; *'*^ *^ 

nämlich fQr die Distanzen mn, die wir x 
nennen ; so dass p=^ a -{- x. Auf der Nor- 
male hat das Potential an jeder Stelle einen 
durch p oder x bestimmten Werth; wir 
können also anstatt v nach x zu differen- 

ziren, auch nach » diflFerenziren: t" = -?-• 

' -^ dx dp 

Da femer, fQr x = + s, ^> = a + s ist, / 
so ist / 




\dp/a4-§ \dp/a—» ' 



fjp/o-ff \dpj 

Ic ist die Dichtigkeit an der Stelle, wo die Normale die 
Fläche trifft. 

§. 15. 
Dem Potential v einer über eine oder mehrere von einander 
getrennte Flächen verbreiteten Masse kommen nach dem Vor- 
hergehenden folgende Eigenschaften zu: 

1) Das Potential v ist überall stetig. (§. 13.) 

2) Ausserhalb der Fläche, resp. Flächen, sind alle Deri- 
virten von v stetig (§. 13.), und (§. 3.) 

d^ , rf* t? , d*ü ^ 

• rf^^ "*" d^ • dz^ ~ ^' 

3) Auf der in irgend einem Punkt einer der Flächen 
auf letzterer errichteten Normale ist v eine blosse Function 

der Distanz p, und ^ beim Uebergang von der einen Seite 

der Fläche auf die andere unstetig, indem 

Diriohlet, Potentialtheorie. 6 
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(§£) _ (^) = _ 4„Jc 

ist (§. 14.) 

j\ a d V a Ol V a dV » ■% • 11*1 

4) XV j yVj zVj or-^, V t~9 ^ ~r ^^^^ immer enduche 

dx d y (i z 

Werthe, d. h. sie wachsen nicht mit wachsendem x, y oder 
z. (§. 7.) 

Ebepso wie die drei in §. 7. enthaltenen Eigenschaften 
des Raumpotentials (d. h. des Potentials einer einen Raum 
erfüllenden Masse) für dasselbe charakteristisch waren, so 
sind es auch diese vier Eigenschaften für das Flächenpoten- 
tial; d, h. es giebt nicht noch eine zweite Function v^, die 
alle diese Bedingungen erfüllt: alle vier Eigenschaften ver- 
einigt besitzt nur das Flächenpotential. Dies l'asst sich ganz 
ähnlich beweisen, Wie jener Satz über das Raumpotential 
bewiesen ist. 

Existirte also ausser dem Flächenpotential noch eine 
zweite Function v^, der jene vier Eigenschaften gleichfdls 
zukämen, so würde die Differenz 

w = t; — Vj 

folgenden Bedingungen genügen müssen: 

1) u ist überajil stetig. 

2) Ausserhalb der Fläche sind :r ; ^ ; J" überall stetig, 

doc dy d z 

beim üebergang von der einen Seite der mit Masse belegten 
Fläche auf die andere. 

4) xUy ytiy zu, ^^ d~ ^ y^ d~^ ^^ d~ ^^®^^^^ immer endlich. 

Um nun zu zeigen, dass ein w, welches diesen vier Be- 
dingungen genügt, nur sein kann, beschreiben wir wieder 
einen Cubus, in den sämmtliche Flächen fallen, und legeö 
dann an jede Fläche wieder zwei benachbarte Flächen. DaiU^ 
werden in dem Cubus entweder eine Anzahl zusammen' 
hängender Räume entstehen, oder derselbe wird nur einet^ 
einzigen zusammenhängenden Raum bilden, jenachdem unteJ- 
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den Flächen wenigstens eine in sich zurückkehrende sich 
befindet oder nicht. Wir machen wieder von diesem Lemma 
Gebrauch: 

Sind erstens u und . , -7- , , innerhalb eines begrenz- 
ten Baumes gegeben und stetig, und ist zweitens innerhalb 
des begrenzten Raumes überall y-^ + , ^ + , , = 0, so ist 
[§. 7. Gleichung (2)]: 

1 (du .du o X du \ , 

das erste Integral durch den ganzen begrenzten Kaum, das 
«weite über die ganze Oberfläche desseDien ausgedehnt; a, /5, y 
bezeichnen die Winkel, welche die auf dem jedesmaligen 
Flachenelement nach aussen errichtete Normale mit den drei 
Coordinatenaxen bildet. 
Der Complex 

du .du a X du 

» -, - cos a + -,— cos p + ^ cos y 

dx dij ^ ^ dz ' ' 

iat eine einfache Bedeutung. Ist nämlich irgend eine Func- 
tion von den drei rechtwinkligen Coordinaten, also eine 
^ction des Ortes, ip {Xy y, z), gegeben, imd zieht man 
• ▼on einem bestimmten Punkt {x, y, z) aus nach irgend einer 
Sichtung irgend eine gerade Linie, so wird die Function ^ 
sfch ändern, wenn man von dem Punkt (Xy y, z) aus auf 
^eser Linie fortgeht; der Werth der Function ^ in dem um 
* von dem ersten Punkt entfernten und auf jener Linie lie- 
?6iiden Punkt sei ^': dann nennt man die Grenze des Quo- 

'ißnten - für ein abnehmendes € die Derivirte der Function 

s 

^ in der Ilichtun§ jener Linie. Wie aus §. 6. hervorgeht, 

^ird diese Derivirte an irgend einer Stelle gefunden, wenn 

^an die drei Diflferentialquotienten der gegebenen Function 

^^h den drei rechtwinkligen Coordinaten resp. mit den drei 

^osinus der Winkel multiplicirt, die diese Richtung mit den 

^ei Axen bildet, und diese drei Producte addirt. Jener 



68 Dritter Abschnitt. Das Flächenpotential. 

Complex ist also die Derivirte von u in der Richtung der 
nach aussen errichteten Normale, oder j-. Die Gleichung 
(1) lässt sich demnach auch so schreiben: 

/(e-3*+(i)*+G^)>^-/.ii*. 

Letztere Gleichung wenden wir auf alle jene zusammenhängen- 
den Räume an, und erhalten so die Gleichung: 

2fmr + w + &)>'-2ß % ^»- 

Lässt man je zwei benachbarte Abschliessungsflächen einander 
immer näher rücken, und den Cubus immer grosser werden, 
so nähert sich die rechte Seite wieder der Null (vgl. §. 7. 
und die Bedingung 3) für u)^ wenn sie nicht überhaupt 
schon Null ist. Deshalb kann nirgends, ausserhalb da 

Flächen, \^-\ + (^) + (^ ) von verschieden sein; folg- 
lich haben wir u «== const, zunächst in den einzelnen Räumen, 
da aber die Function u stetig ist, auch in allen Räumen. 
Weil aber a;t« nicht wachsen kann, somuss m = const = sein. 
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« 
Potential und Kagelfunctionen. 

§. 16. 

Wir wollen den in §. 14. bewiesenen Satz von Laplace 
anwenden auf den Fall einer Kngelfläche. Dazu ist es je- 
doch erforderlich y das Potential einer über eine Kugelilächo 
yerth eilten Masse in eine Reihe zu entwickeln. Bei der Kugel- 
fläche sind Polarcoordinaten die zweckmässigsten. Die Polar- 
coordinaten^ welche sich auf Punkte der Fläche beziehen, 
bezeichnen wir durch accentuirte Buchstaben, die des Punktes 
durch unaccentuirte. In dem Potentialintegral 

setzen wir 'also, indem wir den Radius der Kugel JR nennen, 

a =: R cos -ö"' a: = p cos d' 

6 = JR sin d"' cos q)' y = q sind' cos q) 

c '^ R sin d"' simp' z = q sin %• sin 9. 

F&r das Flächenelement ds bekommen wir den Ausdruck 
IP sin ^' dd"' dg)' ] ferner wird 

r=y(iP+p«— 2i2p(cos^cos^' + 8in'9'sin^'cos(9— 9')))- (1) 

Der Coefficient von 2 Rq in diesem Ausdruck für r ist auch 
ein Cosinus von einer einfachen Bedeutung, nämlich der Co- 
sinus des Winkels, den die vom Mittelpunkt der Kugel nach 
einem Punkt irgend eines Flächenelements ds und nach 
gezogenen Linien R und q mit einander bilden. Denn nennen 
wir diesen Winkel o (Fig. 14.), so hat man offenbar r^ = R^ 
+ p* — 2Rq cos o. Vergleicht man dies mit (1), so leuchtet 
ein, dass 

cos d" cos d'' -f- sin d" sin '&•' cos (9 — 9') = cos o 



* 

/ 
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ist. Demnach wird 

k' sin d^ d^' 



' - "Mv^ 



2Ä9 cos CO + 9') 




Die reeiproke Wurzel, welche in diesem Integral vorkommt, 
lässt sich in eine Reihe entwickeln; es ist 



)/(Ä« — 2 JK9 cos CO + p«) 

1 



Wir können es also immer so einrichten, dass der Coeffi- 
cient von 2 cos o kleiner als 1 ist. Demnach ist zu ent- 
wickeln — , wo a kleiner als 1 ist. Diese 

)/(l-— 2a cos y + «') 

reeiproke Wurzel bietet sich häufig in der angewandten 
Mathematik dar; hier ist sie nach Potenzen, von «, bei an- 

Fig. U. 




Äy 



6; >- ? 



m^ 



deren Gelegenheiten nach den Cosinus der Vielfachen von y 
zu entwickeln. Es ist zunächst (1 — (2a cos y — «^))~^ gleich 
einer Reihe, deren allgemeines Glied ist 

an (2a cos y — a^)** = anCC'iß cos y — «)'*; 
1 ■ 3 2w - 1 

Indem man alle Glieder dieser Reihe, welche «** enthalten, 
sammelt, findet man als Coefficienten von a'* in der Ent- 
wicklung jener Wurzelgrösse : 
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n — 1 /r> \_ o • n— 2'n— 3 



a„ (2cosy)» — a^i -~ (2co8y)''--+a«_, ^ ^ ' (2cosy) 

n — 3 • n — 4 • ti — 5 ^;^ 



11—4 



• • • • 



1 • 2 • 3 

Also Dnser Entwicklungscoefficient ist eine ganze Function 
^ten Qj-aJeg yon (JOS y. Derselbe spielt eine so grosse Rolle, 
dass man ihn mit einem besonderen Buchstaben^ P, bezeichnet. 
Demnach ist 

+.P„ (cos y) a" + , 



P, V 1-3--2W — l/.j v^ 2n M l,,j x^ ^ 

- (cos y) = 2 . 4 . . 2» l^- <="" y) - 2«- 1 -f- (^cosy)'-" 

, 2 n • 2 n — 2 w - - 2 • n — 3 /^ . . \ 

1 • 3 • 2n — 1 / , n • n -- 1 „ 

= " 1 ö (cos y" — — - , COS y"-* 

+ n ' n — 1 ' n — 2«n — 3 ., \ 

o " i~"T t o " o COS y"~' — ••••). 

2 • 4 • 2 ti ~ 1 • 2 n — 3 ' / 

Sämmtliche Coefficienten P liegen immer zwischen — 1 und 
-f- 1- Das kann man aus dieser Form nicht sehen. Giebt 

man der negativen Potenz (1 — 2 a cos y + a^)~"i die Form 

(I — aey')--^ (1 — acry')-^ = 

so überzeugt man sich leicht , dass 

ist. Je zwei Glieder der vorstehenden Reihe, die vom An- 
fang und Ende gleich weit abstehen, unterscheiden sich nur 
dadurch von einander, dass da, wo das erste i hat, im 
zweiten — i steht. Denn das allgemeine Glied ist a^a«— »e^**"**^^*; 
nimmt man nun statt s den Werth, der s zu n ergänzt^ 
nämlich n — s, so ändert sich blos der Exponent, indem 
man jetzt erhält a^a^-^c-^'*-'^*)»'*. Vereinigt man also die 
zwei Glieder, so giebt ihre Summe etwas Reelles, nämlich 
2a,art— , cos (n — 2s) y. Denmach ist 

n 

Pn = 2 IJa^Un-s COS (n — 2s) y , 

Ü 
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wo w' = — oder T" ist, je nachdem n gerade oder im- 
gerade ist; im ersten Fall ist aber von dem Gliede, welches 

s = — entspricht, -nur die Hälfte zu nehmen. 

Also unter allen Umständen ist P» gleich einer Cosinus- 
reihe mit lauter positiven Coefficienten. Daraus folgt, dass 
der absolut grosste Werth, den Pn annehmen- kann, erhalten 
wird, wenn alle Cosinus gleich 1 sind, oder y = ist. Für 
y = ist Vn aber der Coefficient der Entwicklung von 

— -— . Folglich liegt P» immer zwischen + 1 und — 1.. 

Damit ist zugleich strenge bewiesen , dass unsere Entwicklung 
convergirt. 

Nach dem Obigen hat man 

P„ = 1 P, == 1 (cos f - f) 

P^ =.= cos y Pg = 4^ (cos y^ — \ cos y) u. s. w. 

Wir bemerken noch beiläufig, dass P» sich auch so 
schreiben lässt^®): 

P„=cos^ - y cos- sin- + \-^ cos^ 
Es war 

Liegt nun der Punkt im innem Raum, oder ist qKB, 
so setzen wir: 

ist aber der Punkt im äussern Raum, oder p > B: 

jß2 •» x^ ^' 8in'0''d'9''cfqp' 



f2l»--4 . y* 



sm- — •••• 






Q 



^ n n A; sina- rfycfy 

y y >'(i _ 2 f CO, » + (f )•) 



Im ersten Fall giebt die Wurzelgrösse* entwickelt: 

2' (I)" i*» (cos c). 



Das Summenzeichen, so wie \^\ kann man vor das Integral- 
zeichen setzen, so dass für den inneren Punkt die Gleichung 
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V — R ^{iYjß'^n (cos o) sin ^'d^'dtp 



gilt. Für den änsseren Punkt findet man in derselben Weise 
die Gleichung: 

v = R ^{jY^'Jß'P^ (co« ^) sin »'d»'dq>\ 



Diese Beihen convergiren^ so lange k endlich ist und 4- oder 

— echte Brüche sind. 

§. 17. 
Wir wenden jetzt unsem allgemeinen Satz über das , 
Potential einer mit Masse belegten Fluche an^ nach wel- 
chem ( j— ) — (j-) = — AnJc ist. Bei unserer Fläche, die 

eine Eugelfiäche «ist^ wollen wir zum Anfangspunkt der p 
den Mittelpunkt der Kugel nehmen. Dann wird a = R, 
während p mit dem radius vedor q zusammenfallt, so dass 
man hat: 

\dQ/Br\-9 \aQ/R—a 

k ist die Dichtigkeit an der Stelle, wo der Badius R, wel- 
cher den Winkeln ^, (p entspricht, die Fläche triflFt. Der 

Ausdruck (3-) muss der Beihe entnommen werden, die 

für (> > 22 gilt, der Ausdruck i^j der anderen Beihe, die 

für Q K R gilt. Zunächst hat man 
wenn q <. R ist: 



* <• /. 



T^ = ^ n (^ I I k'Pn (cos o) sin %^d%^dq> 




wenn q> R ist: 



CO 



(1) 



Es entsteht die Frage, ob diese Reihen convergiren. Wir 
wissen, dass die Reihen für v, aus denen diese durch Difife- 
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rentiation entstanden sind, convergiren, so lange in de] 
einen (> < 12, in der anderen p > ü ist. Nun lässt siel 
leicht zeigen, dass eine solche Reihe auch convergirend bleibt 
wenn sie beliebig viele Male diflferenzirt wird. Die Beihe 

«0 + «1^ + + «»^" H 

convergire, so lange a;< 1: dann convergirt auch ihr Diffe 
rentialquotient 

a^ + 2a2X + •••• + »t«»^*~* + 

so lange a; < 1. Die Coefficienten werden freilich sehr ver 
grössert, aber das hindert nicht, dass die Reihe dennocl 
convergirt. ^^) Mit der Convergenz unserer Reihen (1) Ä 
den Fäll, dass q resp. kleiner oder grösser als R ist, ia 
uns aber wenig geholfen; wir wollen ausmitteln, weichet 

Grenzen sich die beiden Ausdrücke (1) für ^ nähern, wen] 

sich Q dem R nähert. Würden unsere beiden Reihen noel 
convergiren, wenn man in beiden q = R setzt? Das is 
schwer einzusehen. Aber wenn das auch nachgewiese: 
wäre, so bliebe noch eine andere Frage, ob nämlich ein 
nach Potenzen von a fortschreitende Reihe, die convergii 
für a = 1 ,, bis a = 1 stetig ist. 

Als Beispiel dafür, dass nicht jede Reihe, die converge:i 
ist, so lange a ein echter Bruch ist, auch bis a = 1 in^ 

convergirt, diene die durch Entwicklung des Quotienten -r-jZ 

entstandene Reihe 1 — a + a* — a^ -{- a^ — • • • Diesel^ 
convergirt, so lange a ein, wenn auch noch so wenig, v^ 
1 verschiedener .echter Bruj^h ist; für a = 1 würde die Rei3 
werden 1 — 1 + 1 — 1 + ''-, convergirt also nicht mefc 
Um die zweite Frage zu erläutern, nehmen wir die Reihe 

1 + i" + ^ H h Jr H 

Dieselbe convergirt bis « = 1 incl. Hätten wir die Grei^ 
auszumitteln , der sich diese Reihe nähert, wenn a sich Ä 
Einheit nähert, wären wir da berechtigt, den Werth ^ 
nehmen, den wir bekämen, wenn wir « = 1 setzten? ^ 

s 

wäre doch noch nöthig nachzuweisen, dass sie stetig ist b^ 
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ff as 1. Denn es giebt in der Tbat Reihen, die unstetige 
Functionen sind, z. B. die Reihe 

sin X Bin 2a; , sin So; 



Der Werth derselben ist gleich ^Xj so lange o: zwischen — x 
und X excl. liegi Der Werth, dem diese Reih^ sich nähert, 
wahrend sich x der Zahl n nähert, ist somit ^x, während 
die Keihe, wenn ich für x geradezu die Zahl n setzen wollte, 
den Werth annehmen würde. Doch etwas Aehnliches kann 
sich niemals ereignen bei Reihen, die nach Potetizen geordnet 
sind: solche Reihen bleiben stetig, so lange sie convergent 
Ueibeu, wie Abel*^) zuerst nachgewiesen hat Wir lassen 
den Beweis dieser Behauptung folgen. 
Behauptet wird also Folgendes: 
Wenn die Reihe 

r= a^ + a^a + a^a* + • • • + «»«** -{-••• 
noch für a = 1 convergirt, d. h. wenn die Summe 

Sn = cIq + a^ -\ 1- a« 

^t wachsendem n sich einem festen Werth B nähert 
(lün Sn = B)j so sind wir gewiss, dass der Werth, den die 
*^ilie T annimmt für ein a, welches unendlich wenig unter 
Kegt, von jenem festen Werth B unendlich wenig ver- 
*^eden ist. 

Beweis. Da offenbar 

CIq == Sq , tt^ ^= 5j Sq , 0^2 ■= S2 S^ XX. S. W., 

«o ist 

***** Cl— a)^o+«(l— «)«i+«^(l— «X+-+«'*~^(l— «>»-i+— 

. 7*^ sich zu überzeugen, dass letztere Umformung erlaubt 

, * ^*iius3 man nachweisen, dass diese beiden Summen um 

^-^ verschieden sind, das im Unendlichen Null wird. Die 

^^'^^ne der n ersten Glieder ist bei der zweiten Reihe um 

^^ — 1«** grösser als bei der ersten; dies ist aber ein Aus- 

y^^^, der mit wachsendem n verschwindet: mithin ist die 

^^*ormung legitim. Hat man eine nach Potenzen von a 

8 ^irdnete Reihe, die aus unendlich vielen Gliedern besteht. 
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und will wissen; was daraus ^ird, wenn sich a der Einheit 
nähert; so kann man das erreichen, indem man die Reihe 
in zwei Theile zerlegt, so aber dass der Einschnitt selbst 
sich immer ändert, während a der Einheit näher rückt 
Wir schneiden die Reihe für T beim n**^ Gliede ein, nennen 
den ersten. Abschnitt U, den zweiten F, so haben wir 
T= Z7+ FT Wir können uns so einrichten, dass das U 
sich der Null nähert, und V einer leicht zu übersehenden 
Grenze. Dem U lässt sich diese Form geben: 

U= (1 — a) («0 + «1« H h s—i«*""^). 

Da Sn sich einer festen Grenze B nähert, so muss das grösste 
der Glieder s^, s^ • • • 5» sich schliesslich einer festei^ Con- 
stanten nähern: nennen wir letztere kj so ist 

U<(l—a)nJc. . 

Wir richten uns so ein mit dem Einschneiden, dass U sich 
der Null nähert; 1 — a = s soll unendlich klein werden; 
da nun IK^nek, so nähert sich U der Null, wenn wir «,. 
während s abnimmt, so langsam wachsen lassen, dass ns 
unendlich abnimmt (das kann auf 100000 Arten geschehen). 
Es bleibt V zu untersuchen. Es ist 

F= (1 — a) «»» (s„ + aSn+i + a*5»-|-2 H ). 

Offenbar liegt die Summe 

Sn + «5«+l + a*«n-|-2 + • • • • 

zwischen dem Product aus dem grossten s in die Summe 
!+« + «* + ••• und dem Product aus dem kleinsten s in 
dieselbe Summe; wir können daher sagen, jene Summe sei 
gleich ^ (1 + a 4" «^ 4" • • • )^ ^^ ^ enthalten ist zwischen 
dem Maximum und Minimum der Werthe s», 5»-|-i • • • • 
Wächst n, so fallen Maximum und Minimum, also auch 6 
mit B zusammen. Also ist 

lim F= JB lim [««(1 — a) (1 + « + «^ H )] = J? lim a\ • 

Bezeichnen wir das Product ns durch X) so ist 

«» = (1 _ ^)» = ((1 _ e)T-)' 
mithin 

/ Jl^\ Um / 

lim a« = (^lim (l — s) ' ) . 
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.4- 1 



Da nun bekanntlicli lim (1 -^ {)' «= -- , wo e- die Basis des 

natarlichen Logarithmensystems ^ d. i. die Zahl 2,718 •••, 
bedeutet, und lim % nach der Voraussetzung ist, so hat 

man hm a** ^ (— ) "^1; und folglieh lim Vj also auch 

limT— Ä 

Wären wir also sicher, dass die Iteihen 

«•<«4;-2"a)"''- 

»>j'4:--^(''+')(fr"., 

WO der Efirze wegen 

JJk'Pn (cos o) sin ^'iWdfp' — Un 
gesetzt ist, noch conyergireu fQr q = H^ so wäre die Grenze 

dv 

Yon j- ftlr ein Qy das sich yom Mittelpunkt her dem R 
nähert, 

und f&r ein q^ das sich von aussen her dem R nähert, 

JNnn wissen wir aber, dass 

Vrff/jH-, \dif/R—t 

ist: es wäre dann also 

-S (2w + 1) IT, = 4»*, 
oder 



Ä-= 



£ (2_« - fl) t^. 
4^ 



Hier ist k die fär die ganze Oberfläche der Kugel gegebene 
Dichtigkeit: diese Function hätten wir dargestellt in Form 
einer unendlichen Reihe, oder: wir hätten eine Formel für 
die Darstellung einer beliebigen Function, die für alle Punkte 
einer Kugeloberfläche gegeben ist, in Form einer unendlichen 
Beihe: 
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00 27t TT 

/•(», 9)'= ^ 2(2» + 1) AW*/'(*'. vlPn (cosmysm^'d»'. 



Dass man solche Reihen Kugelfunctionreihen nennt; da die 
eüizelnen Glieder derselben sogenannte Kugelfunctionen sind^ 
mag* gleich hier bemerkt werden: die genaue Definition der 
Kugelfunctionen erfolgt erst später. Die Kugelfunctionreihen 
sind in der mathematischen Physik von der grössten Wichtig- 
keit. (Den Beweis ^^) der Convergenz der Reihen für t-, wenn ' 

Q = Bj siehe Crell^^ Journal, Bd. 17.) 

Was den Bau der einzelnen Glieder der Entwicklung 
von f{%^ (f) in eine Kugelfunctionreihe betriflPt, so ist das 
allgemeine Glied eine ganze Function von cos 0-, sin d' cos q>, 
sin d^ sin tpj in deren einzelnen Summanden die Summe der 
Exponenten w, n — 2, n — 4 > > - - ist. Denn es war 

Pn (cos c») = -4 COS c»** + JB cos C»*""* + , 

und 

cos C3 = cos d" cos 'S*' + siu -9" sin -9"' cos (9 — 9') 

= cos -9"' cos -9^ + sin '9'' cos 9' sin -9" cos^ + sin -9"' sin 9' sin '9- sin 9. 

Der letzte Ausdruck ist eine lineare Function von cos d', 
sin '9- cos (p, sin -9* sin (p, in welcher cos -9*', sin -9*' cos g>\ 
sin -9*' sin 9)' Coefficienten sind; von demselben ißt die n*®, 
(w — 2)*® • • • • Potenz zu bilden. Wir bekommen also für P 
einen Complex von Gliedern von der Form 

L cos -9^ (sin '9- cos 9)/* (sin '9- sin <p)y, 

wo a + ^•+ y entweder n, oder n — 2, oder n — 4 ist. 

Um hieraus die Entwicklung von fid'^ 9) zu erhalten, ist jedes 
dieser Glieder noch zu multipliciren mit sin d'Y{^',^')dd''dg/, 
und darauf nach -9"' und <p' zu integriren, wodurch nur die 
Coefficienten L jenes Complexes geändert werden. 

' §. 18. 
Die wichtigsten Eigenschaften der Kugelfunctionen hängen 

d^ V d^ V d^v 

mit der Gleichung j-^ + t^ + ^~i = zusammen, in wel- 
cher V das Potential ausserhalb der wirkenden Masse be- 
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zeichnet. Es ist von Wichtigkeit, diese (ileichung auf l^olar- 
coordinaten zu beziehen, was zwar auf dem gewohnlichen 
^^S® geschehen kann, aber eine lästige Rechnung erfordert. 
Um letztere zu vermeiden, wollen wir uns eines anderen 
Princips bedienen. Wir machen wieder von dem in {J- ?• 
bewiesenen Hilfssatz Gebrauch. Hat man einen zusammen- 
hangenden Raum, in welchem u und tc, so wie ihre Diffe- 
rentialquotienten stetige Functionen der drei rechtwinkligen 
Coordinaten sind, so war: 

//du , du /> , dtt \ , / */(lu dw , du dir , du dw\ , rn 

«H^ *'<>««+^ <'««^+</. "=««?') ''« - ; [dx dx+dy dy+äz dl¥ ^- 

Wir setzen fr BS 1, und machen die Annahme, dass n inner- 
halb des zusammenhängenden Raumes so beschaffen ist, dass 

das Trinom ^-, -f- -r—^ -[- 'y:-, gleich Null ist: dadurch geht 

die vorstehende Gleichung in die folgende einfachere über 

/(sS ««* « + r!^ cos ^ + ^ cos y) ds = 0. 

Für das ' Potential v einer beliebigen Masse findet die eben 
gemachte Annahme statt innerhalb eines beliebigen Raumes, 
der ganz ausserhalb jener Masse liegt; es ist demnach 

/(fi <^«« « + ^ <=«« ^ + S <=°» y) '^' = ^- (1) 

Dies Integral ist auszudehnen über eine beliebige in sich 
zurückkehrende Fläche, die ganz ausserhalb jener Masse 
liegt; a, /J, y sind die Winkel, welche die auf dem jedes- 
maligen Flächenelement ds nach aussen errichtete Normale 
mit den Coordinatenaxen bildet. Der Complex 

dv . dv a i f^^ 

^- cos a + 3- cos p + j— cos y 

dx dy ^ ^ dz ' 

ist also nach §. 15. die Derivirte des Potentials in irgend 
einem Punkt der Fläche in der Richtung der Normale'^ be- 
zeichnen wir diese Derivirte durch (j-) , so lässt sich die 
Gleichung (1) auch so schreiben: 
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/©. ^* - 0. ■ ' (2) 

Die Gleichung (2) ist nichts anderes als die Gleichung 

^.+ f^, + ^ = 0, (3) 

dx* ' dy* ' dz^ '~ ^ ^ 

in einer geschmeidigeren Form, und lässt sich auf jedes 
Coordinatensystem transformiren. 

Um die Gleichung (3) auf Polarcoordinaten zu trans- 
formiren, wenden wir die Gleichung (2) auf den Fall an, 
dass die in sich zurückkehrende Fläche, über welche die 
Integration in (2) auszudehnen ist, die Oberfläche irgend 
eines auf Polarcoordinaten bezogenen Raumelementes sei, 
welches ganz ausserhalb der wirkenden Masse liegt. Die 
drei unendlich kleinen Linien, welche die in einer Edb 
zusammenstossenden Kanten desselben bilden, sind dg, gdt^ 
Q sin d'dfp, und stehen senkrecht auf einander. Wir bilden 
zunächst die Derivirten von v in dem Punkt (p, ^, qp) nach, 
den Richtungen dieser drei Linien. Die Derivirte in der 

Richtung des radius vector ist ^ ; in der Richtung, wo bloss t 

sich ändert, — ^^ '^ ~~ /Zä ' ^^^ ^^ ^^^ dritten Richtung, wo 

dv , 
bloss cp sich ändert: — . a. , = — ; — 5. 3— . Das auf der 

linken Seite der Gleichung (2) stehende Integral / i^\ ds 

besteht in unserem Fall nur aus sechs Elementen, die dea 
sßchs rechteckigen Flächenelementen ds entsprechen, welche 
das Raumelement begrenzen; je zwei derselben liegen einander 
gegenüber. Eins derselben ist das aus den Seiten Qdd^ und 
Q sin ^d(p gebildete Rechteck, wird also ausgedrückt durch 
p* sin Q'dO'dfp'^ dasselbe ist zu multipliciren mit der Deri- 
virten von V in der Richtung der nach aussen auf demselben 

errichteten Normale, d. i. mit — 3—. Eins der sechö El©* 

^ da 

mente des Integrals (2) ist mithin — ^ p^ sin d'dd'dq). DaS' 

jenige, welches dem gegenüberliegenden Flächenelement ent* 
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spricht, wird sich von dem vorigen erstoofl dadurch unter- 
scheiden, daM statt p zu setzen ist q -f~ ^9? indem ^ und 
f anTeriLndert bleiben; dann aber auch dadurch, dass es 
statt des negativen Vorzeichens das positive hat, indem das 
Flachenelement immer mit der Derivirten in der Richtung 
ddr nach aussen gerichteten Normale zu multipliciren ist. 
Die Snmme dieser beiden Elemente des Integrals wird also 

dr 

das partielle Differential nach q von ^ q^ sin ^il^dq> sein, 

i ' d. L sin d-dbd^dQ — 1~^ - Ganz ähnlich ist es mit den 

keiden anderen Paaren von Elementen, die gegenüberliegenden 
Rachen entsprechen. Das Fluchenelement qd^dq ist zu 

anltipliciren mit — ' »!' ^ woraus das Integralelement 

— -;--sj— rf^rfp entsteht: bei dem Element, welches der 

> gegenüberliegenden Fläche entspricht, ändert sich bloss 9 
I tun (7^, und das Vorzeichen, so dass die Summe dieser 

heiden Elemente das partielle Differential von -r— ^ ^ d^dg 

nach q> ist, d. i. -^^d^dQdq) ^-^ , Auf ähnliche Weise 

eihalt man als Beitrag, den das dritte Elementenpaar zum 

lahgral (2) liefert: ^ (Jj sin ») d^dtpdg. Durch Addition 

ttiateht, wenn man den gemeinsamen Factor d^dfpdg fort- 
ihat, aus (2) die Gleichung: 

sm ^ j- \Q J~) + TS (tä sin -ö") + -v— 5; j— = == 0. 
09 V dQ/ ' d9' \dd' 7 ' sind' d<p* 

^es ist die transformirte Gleichung, die man auch auf dem 
S® Wohnlichen Wege bekommen kann, indem man in (3) statt 
^^f rechtwinkligen Goordinaten Polarcoordinaten einführt. 

^^ erste Glied der transformirten Gleichung kann man 

^ders schreiben; es ist nämlich 

^^bstituirt man den letzten Werth statt ^- \9^ tj ^^ ^®^ 
^^irigen Gleichung, so hat man: 

Biriohlet, Potentialthaorie. 6 
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In dieser Gleichung liegt das eigentliche Fundament < 
Theorie der EugelfuilOtionen. 

§. 19. 
Ein Massenelement irgend einer Masse M sei ii!\ ( 
Ort desselben bestimmen wir durch Polarcoordinaten q, -Ö"', 
Der Punkt; ftlr den das Potential genommen werden s« 
sei {q, ^y 9); wir setzen voraus, dass derselbe ausserhi 
der Masse liege. Der Beitrag zum Potential , den je] 
Element ^i! liefert, ist das Massenelement ^' dividirt dui 

seine Entfernung r vom ßunkt (o, ^, w\ also : -j—, -, 

^ mithin ist 

v~SI ^ ^ , 

y(p'*- 2^^' cos a)+9») ' 

WO sich das Summenzeichen S auf sämmtliche Massenelemei 
bezieht Der Pol, d. i. der Punkt, von wo die q gezS 
werden, soll nicht in der Masse liegen. Nennen wir ( 
Entfernung des dem Pol am nächsten liegenden Mass< 
theilchens vom Pol iJ, so wird JR > sein, und jedes p'> 
nennen wir ferner die Entfernung des entferntesten Mas» 
theilchens vom Pol Sy dann wird jedes Q<K! sein, 
nun Q <iE, so lässt sich v in eine nach positiven Potem 
des radius vedor q fortschreitende Reihe entwickeln, m 
ist Q> R, in eine nach negativen Potenzen fortschreiter 
Reihe. 

I. Q <R. In diesem Fall ist nach §. 16. 



r 



2'p-(co8o)(?.y 



p' |/(l - 2 ?. cos 0, + (?,)) 
mithin 

Um sich zu überzeugen, dass diese Reihe convergirt, set 
man in dem Coefficienten von q^ statt P« (cos ca) die Ei 
heit und JR statt q\ wodurch derselbe vergrössert wird ui 
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fibergeht in — — «» ~— • das allgemeine Glied unserer Reihe 

ist folglich kleiner als ji- (Vi , also unsere Reihe convergirt. 

Beieiehnen wir die zweite Summe ß P« (cos o) -^^ durch 
Xa; 80 haben wir 

Der Ausdruck X« ist offenbar eine ganze rationale Function 
Ttm cos d*, sin ^ cos 9, sin ^ sin 97; und zwar ist die Summe 
der Exponenten von cos d, sin ^ cos tpy sin 0* sin ^ in den 
emzelnen Gliedern dieser Function n^n — 2 u. s. w. Statt 
t wollen mr die Reihe l^X^p** in der Gleichung 

tabstituiren« Zunächst ist qv '=^ LKnO^"^^ , folglich 

'J^ « Z (n + 1) X,p-, und ^»;) - S n(« + 1) X.p-i. 

Kt&iii ist das erste Glied der ersten Seite der Gleichung (1) 
sin dp ^^ = 2: n (n + 1) X, sin dp». 

Pemer ist g = Zp- ^ , folglich sin d ^-J = i'p-^ sin d, 
iiuttiii das zweite Glied der ersten Seite der Gleichung (1) 

.4(-»^-J)-2Ä(™*'S-)»-- 

^ dritte Glied, nämlich ■-. — ^ ,— ä, wird ^. -r-r - — sP"- 

' ^ sinvaqp*' <^^ dtp* sin ^ ^ 

*^f Coefficient von q^ , den man erhält , wenn man diese 

^^^ Werthe in der Gleichung (1) substituirt, rauss gleich 

. ^^U sein; es genügt mithin der Coefficient X» in der Ent- 

^ '^^^tlung des Potentials nach positiven Potenzen von q dieser 

Partiellen Differentialgleichung: 

«('•+l)sindX, + A(3ind^|) + ^-j>^^- = 0. (2) 
ll. Q> R. Es war 

V = ^ t ==: O ti J_ 

6* 
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Jetzt ist diese Wurzel nach negativen Potenzen entwickelbar: 

Setzen wir 1 statt P« (cos o) und K statt q\ so Tergrössem 
wir; die Summe S^i! Q^Tn (cos ca) ist also kleiner als MR^, 
folglich das allgemeine Glied unserer Entwicklung von v 

kleiner als — (—\ , mithin die Entwicklang convei^^i 

. Nennen wir jene Summe wieder X„ so ist 



«-2 






WO Xri wieder eine ganze rationale Function von cos ^, 
sin d' cos (p, sin ^ sin 97 ist; in deren einzelQen Gliedern & 
Summe der Exponenten dieser Grossen n, n — 2 • • • • ü ^ 
Das Merkwürdige ist nun, dass dieser Coefficient Xn wiecto 
denselben Charakter hat wie der Coefficient X« der vorigeft 

Entwicklung. Denn wenn wir für v jetzt die Reihe 2^*»$i '< 

in der Gleichung (1) substituiren , so entsteht genau dieselbe 
Differentialgleichung wie vorhin, indem das erste Glied jefait ^ 

w (n + 1) sin ^ X„ -^nij 

wird. Also jene Differentialgleichung (2) gilt sowohl ffr , 
den Fall einer Entwicklung nach positiven wie nach nefft:^ 
tiven Potenzen des q. ! 

Die Gleichung (2) stellen wir als Definition der Enget 
functionen auf: 

m 

Jeäe ganze, rationale, geschlossene Function von coä<>, 
sin «d* cos 9), sin 'S* sin 9, die dieser partiellen Differentialgleidmlf 
genügt 

soll eine Kugelfiihction n*®' Ordnung genannt werden. 

. Demnach sind die Coefficienten einer Potentialentwicklung 

immer Eugelfunctionen, mag die Entwicklung nach poedtiven 

oder nach negativen Potenzen des radius vector fortschreiten. 

Wir wollen eine Kugelfunction irgend einer Ordnung 






Potenti»! und Kugelf unGtionen. So 

immer mit einem der Buchstaben X, Y^ Zj Ty U bezeichnen, 
denen wir^ wenn Kugelfunctionen verschiedener Ordnung zu 
nnterscheiden sind, einen Index anhängen ^ der die Ordnung 
angiebt, so dass z. B. Xn irgend eine Kugelfunction n^y 
7a irgend eine m^ Ordnung bezeichnet 

§. 20. 

Die Kugelfunctionen haben ihren Namen mit vollem 
Recht, weil sie die grösste Aehnlichkeit haben mit den 
Ereisfunctionen, d. h. mit Functionen einer Veränderlichen 
)?, deren allgemeines Glied ist 

8^a cos ntp -^-hmi nq>. 

JKeser Ausdruck genügt z. B. der Differentialgleicliung 

ähnlich wie eine Kugelfunction der Differentialgleichung (2) 
§. 19. genügt Man kann ferner sagen: so wie sin n^) und 
' eo8 n^ eine ganze Function von sin q) und cos fp ist, wäh- 
rend sin 9> und cos tp die rechtwinkligen Coordinaten irgend 
eines Pmiktes der Peripherie eines Kreises mit dem Radius 1 
sind, ist eine Kugelfunction eine ganze Function der Grossen 
eot d, sin ^ cos 9, sin ^ sin 9^ welche die rechtwinkligen 
Cooidinaten eines Punktes einer Kugeloberfläche mit dem 
AmÜus 1 sind. Eine dritte Analogie zwischen den Kreis- 
iimctionen und Kugelfunctionen ist folgende. Wenn man 
das Product zweier Kreisfunctionen verschiedener Ordnung, 
z. B. a cos ng) -f- 2) sin nq), c cos mq) -{- d Bin mtp mit dem 
Element dq) der Kreisperipherie multiplicirt, und dann über 
die ganze Kreisperipherie integrirt, so ist der Werth des In- 
tegrals stets gleich Null. Eine ganz ähnliche Eigenschaft 
besitzen die Kugelfunctionen; dieselbe lautet: 

1. Wenn man das Product zweier Kugelfunctionen ver- 
schiedener Ordnung mit dem Element der Kugelfläche mul* 
tiplicirt, und dann über die ganze Kugelfläche integrirt, so 
ist der Werth des Integrals stets gleich Null. 

Diese Fundamentaleigenschaft der Kugelfunctionen, die 
auch durch folgende Gleichung ausgedrückt werden kann: 
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ff Xn Ym sin d^dd^dq) ■= , 



lässt sich beweisen, indem man bloss auf 'die Definition der 
Kugelfanctionen Rücksicht nimmt^ welcher zufolge 

o=m(m+l)8in^r + ^(8in^^ + gi^|^ (2) 

ist. Es wird sich nämlich ergeben^ dass jenes Doppel- 
integral gleich ist dem Product aus sich selbst in eine von 
1 verschiedene Gonstante; daraus wird dann freilich folgen, 
dass dasselbe nur den Werth Null haben kann. 
Aus (1) folgt • 

.n{n + 1) ff XY sia d'dd^dq) = 


u 

Man beachte, dass -j—^ den Factor sin -9- hat, so dass-: — ^ 3-V ' 

für -ö" = nicht unendlich wird. Den erstem Ausdruck der 
zweiten Seite integriren wir theilweise nach -ö", den zweiten ' 
nach ff. Es ist 

J'y^ ^ * '-J) <^^-Y§ sin * -/sin^fll^rf^, (3) 
folglich 

7t 7t 

ß Ä («- ^w)^^ — ß- * '-^ '-^ ^^- W 



Ferner ist 

/ Y— d = Y— — T— — d 
j «^9* ^ dtp J dtp dtp ^* 

Das Glied vor dem Integralzeichen wird nicht, wie in (3), 
für die beiden Grenzwerthe, (p = und 9 = 2ä, gleich 
Null, hat aber doch für beide denselben Werth, weil es 
eine ganze Function von cos q> und sin 9 ist. Folglich ist 
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u 

Substituirt man in (1) die rechten Seiten der (ileichungeu 
(4) und (5) statt der linken, so entsteht 

9t t/t 

« (n + 1) ffX Y sin »tl^dtp — 



ff^ U "° ^'^'^''f -^JJ Hin /ä^'li '^^^f- 



Behandelt man die Gleichung (2) ebenso, ho bekouimi man 
eine Gleichung, deren erste Seite 

n in 

w ( w + 1 )ffXY sin ^(l^dg) 



ist, während ihre zweite Seite genau mit der zweiten Seite 
der Torstehenden Gleichung übereinstimmt Wenn also m 
und n yerschieden sind, so muss 

ff Sir 

ffXn Y„, sin »dd^dq) = , 



oder, wenn man das Element sin d'dd'dq) einer Kugeliiäeho 
mit dem Radius 1 durch da bezeichnet, 

fXnYmd0 = O 

aüiij das Integral über die ganze Kugelfläche ausgedehnt. 

2. Es ist klar, dass eine Kugelfunction irgend einer 
Ordnung eine derselben Ordnung bleibt, wenn man sie mit 
einer Constanten multiplicirt. 

3. Wenn man zwei Kugelfunctionen derselben Ordnung 
addirt, so ist die Summe wieder eine Kugelfunction derselben 
Ordnung. 

4. Hat man eine Kugelfunction n^ Ordnung 

X = • • • • -f- i cos ^ (sin -ö" cos (pY (sin -ö* sin q)y + • • • • , 

deren Coefficienten von irgend einer Grosse l abhängen, dann 
kann man die Kugelfunction zwischen beliebigen festen 
Grenzen, die nicht von -ö* und. q) abhängen, nach l inte- 
griren und erhält wieder eine Kugelfunction n^' Ordnung. 
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Dies liegt auf der Hand; denn es ist 
n (n + 1 ) sin * X + A (sin ^ ^D + ^ 1^ = ; 

folglich ist auch der Ausdruck 



oder^ was dasselbe ist 



9 ? 

d^fXdl 



Ä ( dfXdX\ 

n (n+ l)sin^j Xdl + ^ (^sin ^^^-) + ^ 



p 



» dtp* 



= 0. 



Ueberall, wo früher X stand; steht jetzt fXdk: das ist also 

p 
wieder eine Kugelfunction «**' Ordnung. 

5. Es ist 

9 mt. I 1 / 

Y„, = —-^—J da Y„!Pm (cos cai) , 

das Integral über die ganze Kugeloberfläche ausgedehnt. 

Diese wichtige Eigenschaft der Kugelfunctionen lässt 
sich folgendermassen beweisen. Wir fanden im vorher- 
gehenden Paragraphen ; dass jeder Coefficient einer Potential- 
entwicklung eine Kugelfiinction ist. Nun haben wir aber 
ein Potential; dessen Entwicklung wir kennen. Nehmen wir 
nämlich nur Ein Massenelement; dessen Masse 1 3ein soll, 
während seine Entfernung vom Pol 1 sei; dann ist das Po- 
tential keine Summe, sondern nur ein Glied, welches, wenn 
^ < 1, nach positiven Potenzen von q entwickelbar ist, 
nämlich: 

^ Pn (cos <ai)Q\ 



Also Pn' (cos od) ist auch eine Kugelfunction, und zwar eine 
Kugelfunction n^ Ordnung (§. 19.), in deren Coefficienten 
zwei willkürliche Grössen enthalten sind; die Winkel -9*' und 
q)\ Es ist daher nach 1., wenn Xm eine Kugelfunction 
m^' Ordnung ist, und m nicht gleich n ist, 

J XmPn (cos cd) dO = 0. 
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Ps (cos cd) enthält die Winkel ^, q> und ^' , g>' auf eine 
völlig symmetrische Weise ^ wegen 

cos ö — cos ^ cos ^'+ sin ^ cos (p sin fr'cos g)'+ sin d sin q> sin ^' sin 9', 

ist also auch eine Kugelfunction n^ Ordnung in Bezug auf ^' 
und g)'; folglich hat man auch 

fXm' Pn (cos ©) äff" = 0. (a) 

Nun fanden wir, dass eine beliebige Function zweier Ver- 
änderlichen f(^, fp), wenn dieselbe för alle Punkte einer 
Kugeloberfläche gegeben ist, in eine gewisse Reihe entwickelt 
werden kann: 

fi», V) - i2'(2'» + i)ffd»'d(p' sin»' P,(co8m)f(»'^'). 



Es blieb freilich noch ein Zweifel in Bezug auf die Richtig- 
keit dieser Entwicklung, insofern der Nachweis ihrer Con- 
vergenz fehlte. Dieser Zweifel verschwindet, wenn wir für 
fiPf ^) ^inc Kugelfunction setzen; denn in diesem Fall ist 
unsere Reihe gar keine Reihe mehr, sondern reducirt sich 
auf Ein Glied. Ist nämlich f(^, tp) «» Ym, so ist das all- 
gemeine Glied 

?^^ /Yrf^'rf<p' sin ^'Pn (cos d) n. 


Dieser Ausdruck ist nach (a) gleich Null, so lange n von 
m verschieden ist, so dass nur das eine Glied bleibt, wo 
n^=^ m ist Wir haben also 

Ym = ^-^^^fd^ Y'^nP.n (cOS Cd) , 

oder auch, wenn wir die gestrichenen Buchstaben mit den 
ungestrichenen verwechseln, wodurch P dasselbe bleibt, 

r; = ^-^^fda Yrn Pm (cos c). 

6. Bisher haben wir von den Kugelfunctionen bloss 
verlangt^ dass sie eine ganze Function von den drei Aus- 
drücken 5, 1?, f seien (zur Abkürzung setzen wir cos ^ = 6, 
sin d cos 9 »^ 1}, sin d sin 9> = S) und der Differentialgleichung 
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(2) §. 19. genügen. Jetzt können wir einsehen^ dass jede 
Kugelfunction m^ Grades ^ auch wenn sie ursprünglich anders 
beschaffen sein sollte^ so umgeformt werden kann, dass di^ 
Summe der Exponenten von (^ i}, g in keinem Gliede 
überschreitet, und in den einzelnen Gliedern m, m — 2 • - 
ist. Diese Umformung kann mit Hilfe der in 5. aufgestellte 
Gleichung 

2— qTJ Ym = / Y'mPm (cOS o) äff" 

bewerkstelligt werden. Denn P ist eine rationale gan 
Function von 5, ^, S; in deren einzelnen Gliedern die Sum 
der Exponenten m, w — 2 • • • ist (§. 17.), und neue E 
ponenten können durch die auf der zweiten Seite jener Gl^jf 
chung angedeuteten Operationen nicht hineinkommen. Dab^^ 
ist zu bemerken, dass eine Kugelfunction sehr wohl Gliede^^c 
enthalten kann, in denen die Summe der Exponenten grosse 
als m ist. Hiervon wird man sich leicht überzeugen^ 
man bedenkt, dass S, i}, S nicht unabhängig von*einande 
sind, da g« + ij« + g« = 1 ist. 

Von den unter 1. bis 6. bewiesenen Eigenschaften dejr 
Kugelfunctionen heben wir die beiden in 1. imd 5. enthaltenen^ 
noch einmal besonders hervor, die durch die beiden Glei- 
chungen 

fXnY„,da = 

fPr^Y^da^^^Y^ 
ausgedrückt sind. Diese zwei Sätze sind fundamental. 

§. 21. 

Ist fid'y fp) eine von -9- = bis -ö* = ä, und von 9 = 
bis g) = 2ä willkürlich gegebene Function, und ist dieselbe 
für alle unendlich kleinen Veränderungen von -O* und 9 stetig, 
so ist (§. 17. und Anmerkungen 21.): 

n 27t 

n», 9) = ^2 ^^**"'" ^iff^^'^^'P' Bin»' fi»W) Pn (coso). 

U 

Der 'Factor P« (cos cd) in dem allgemeinen Glied 
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2ll 



^ /Vrfd'rf^ sin d' f{»% ^0 P, (cos fi>) 

U 

dieser Reihe ist eine Kugelfiinction nter OrdnuDg (§. 20^ 5.). 

Folglich ist auch sin ^' /"(d', 9') P« (cos ai) eine Kagel- 

foxiction derselben Ordnung (§. 20^ 2.); daraus ergiebt sich 
w^eiter^ dass auch jenes allgemeine Glied selbst eine Kugel- 
ftxnction n*" Ordnung ist (§. 20^ 4.). Wir können demnach 
sagen: 

Eine jede von ^ = bis 0* = ar und von 9 = bis 
9> = 2« willkürlich gegebene Function f{^, (p), die für alle 
Aenderungen von ^ und q> sich stetig ändert, ist immer in 
^ine Kugelfunctionreihe entwickelbar, und zwar ist 

/•(^, 91) = 2o + ^, + 2-, + ^Z,, (1) 



'Wo 

Z, = ^^J aO\ 9) Pn (cos cd) dö 

(die Integration über die ganze Oberfläche einer Kugel mit 
dem Radius 1 ausgedehnt) eine Kugelfunction it^' Ordnung ist 
Für die Folge ist es wichtig nachzuweisen, dass eine 
jede Function von der angegebenen Beschaffenheit, nur auf 
diese eine Art in eine Reihe von Kugelfunctionen entwickel- 
bar ist. Existirte nämlich ausser jener Entwicklung von 
f(d', q>) noch diese zweite 

fi»,ip) = £l\, (2) 

HO würden wir durch Subtraction der Gleichung (2) von der 
Gleichung (1) eine Reihe erhalten, welche fär alle Werthe 
von d" und 9), von bis n und von bis 23r resp.. Null wäre: 

z(Zn - Un) = 2:x, = 0, 

wo X« nach §. 20., 3. wieder eine Kugelfunction n*" Ord- 
nung sein würde. Wenn diese Gleichung für alle Werthe 
-O", q>y von bis n und von bis 2n resp., besteht, und 
wir die convergirende Reihe UX^ mit irgend einem Factor 
multipliciren, und das Product von 'S* = bis ^ ^5= «, und 
von g) = bis 9? = 2ä integriren, so muss auch das Re- 
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sultat dieser doppelten Integration Null sein. Wir mul- 
tipliciren also beide Seiten der Gleichung 

0-Xo + X, + ... + X« + ... 

mit Xmdöj und integriren zwischen den angegebenen Grenzen, 
so entsteht: 

a» r X^^Xmdö + r Xj Xmdö + • • • 

Von allen Gliedern der zweiten Seite dieser Gleichung bleibt 
nach §. 20.; 1. nur das eine Glied, in welchem n = m ist; 
folglich hat man 

O^fXUö. 
Daraus folgt 

Xm — 0, d. h. i7n = Z„ . 

§. 22. 

Jede Kugelfunction w**° Grades X« ist ein particuläres 
Integral der partiellen Differentialgleichung (2) §. 19. 

d ( ^^.\ 1 <^*^. 

»(«+l)8in^X, + ^(8in^-^-) + 4^^ = 0. (1) 

Deshalb genügt das Product X«^* der Gleichung (§. 18.): 

Letztere Gleichung ist aber durch Transformation der Glei- 
chung 

dx^ "T" dy* "T" dz^ ^ ^^^ 

entstanden, indem man statt der rechtwinkligen Coordinaten 
a?, y, z Polarooordinaten p, %•, q> einfüljrte. Wenn wir also 
in Q^Xn die Polarcoordinaten durch rechtwinklige ersetzen, 
so werden wir ein particuläres Integral der Differential- 
gleichung (2) erhalten. Es ist aber 

Diese Summe ist offenbar eine homogene Function der recht- 
winkligen Coordinaten n^^ Grades, d. h. von der Beschaffen- 
heit, dass die Summe der Exponenten von x^ y^ z in aüen 
Gliedern ti ist. Demi in den einzelnen Gliedern jener Summe 
ist (§. 20., 6.) 
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Diejenigen Glieder nun, in welchen a + Z' + y^w — 2 ist, 
können wir, ohne ihren Werth zu verändern, mit S* + iy* + 5* 
inultipliciren, da dieses Aggregat «=1 ist; dadurch gehen 
dieselben aber in solche über, in welchen die Summe der 
Exponenten n ist. Ebenso multipliciren wir diejenigen 
Glieder jener Summe, in welchen a + Z' + y'^w — 4 ist 
mit dem entwickelten Quadrate (g* + iy* + f*)* u. s. w. Wenn 
wir in der so transformirten Summe 2J'Z(>*g"iy<*{;>', woför 
wir auch schreiben können Z'L((>5)*(p^)'*((>f)^ statt pg, Qtj, ^g 
resp. Xy y, z setzen, so erhalten wir offenbar eine homogene 
Function von Xy y, e. Wir können demnach sagen: Wenn 
wir eine Kugelf unction n^' Ordnung mit q^ multipliciren, 
und alle Glieder dieses Productes durch rechtwinklige Coordi- 
naten ausdrücken, so bekommen wir eine homogene Function 
n*®" Grades, die der Gleichung 

genügt. Umgekehrt haben wir eine homogene Function Yon 
Xy y, e, welche ein particuläres Integral dieser Gleichung 
ist, so bilden wir daraus eine Kugelfunction, wenn wir statt 
Xf y, z setzen p(, qti, q^. Wir haben demnach die Auf- 
suchung der allgemeinsten Form einer Kugelfunction er- 
leichtert: wir suchen die allgemeinste homogene Function Q 

von X, y, z auf, die der Gleichung .^ + 3p + ^ — 

genügt. Das Resultat ist auf der Stelle da; aber es ist 
wohl zu überlegen, wie man auf die einfachste Weise zum 
Ziel gelangt. Q kann so geschrieben werden: 

Q = Bo + B,x + B,a^ + • • • + BnX-, 

wo Bq, B^ — Bn Functionen von y, z vom Grade ti, n— 1 , • • • 
sind. Setzt man diesen Werth für Q in die Differential- 
gleichung (2) ein, so wird man leicht finden, dass das erste 
und zweite Polynom Bq und B^ beliebig bleiben, und dass 
die übrigen sich daraus mit Hilfe dieser Gleichungen be- 
stimmen: 
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^»■~ 3 \dy» "T" dirV' ^» 2.3 Vdy* "T" dif»/' 

^*~ 3.4\dy« "*" rfjf*/ "234 Veiy* "T" ^ dy*d«* "^ dz^ / 

U. 8. f. 

Wir müssen darauf sinnen, dass sich nicht solche re- 

. ^ . d^B. 

currirenden Beziehungen ergeben, wo zwei Glieder, -^-^ und 

-y-f) ööthig sind. Man kann statt der Variabein y, z zwei 

andere einführen, so dass man statt der zwei Glieder nur 
eins bekommt. Statt x, y, z führen wir ein x, t, u, wo 

t«=»ay + ßß, u^yy + 8z. 

Die vier Constanten lassen sich so bestimmen, dass die 
Summe dej zweiten Derivirten nur eine Constapte enthält. 
Man denke sich Q einmal durch y, z, dann durch t, u aus- 
gedrückt; es ist 



folglich 



dQ ^dQd^ idQdu ^ d^ , dQ 
dy'^ dt dy'^ dudy '^ ^ dt '^ "^ du' 



^-■^"+^^,'r+Bf- 



Durch Vertauschung von a, y mit /J, 8 resp. erhält man 
hieraus: 

dz^ dt^ ^ ' dtdu^ ' dw* 
Man setze also 

«8 + /l« = 0, und / + d^ = 
oder 

/3 «= + ia, ^ = i *V' 
Die Zeichen darf man nicht gleich nehmen; denn dann fände 
zwischen t und u ein constantes Verhältniss statt, da sie 
doch von einander unabhängig sein sollen. Wir setzen also 

^ = « (2/ + ^0; «« = y (y — ^0- 

Setzen wir noch 

wodurch 

* = H» + ^*); w = i (y - ^i) 



Potential und Eagelfüoctionei]. 95 

wird; so yerwandelt sich die ursprüngliche Differentialgleichung 

in diese einfachere 

^-U-ü^ — O 

■ 

Q ist jetzt eine homogene Function von x^ t, u. Setzen 
wir also 

Ö = 2?o + JRi^ + ^2^ + • • • + Rn-ix--' + B^af^, 
so ist JR^ ein Polynom n*^ Grades von ty u\ 12, eins (w — 1)*^ 
Grades u. s. f. Da nun 

-= 1 . 2 iJ, + 2 . 3 Ä, a; + 3 . 4 B, a:» + . . . 
ist, so folgt: 

Also die 12 mit geradem Index hängen von R^ ab^ die ande- 
ren von 22,, und es wird: 

\ Rx ' ^'^'X' I ' ^'^^ x^ 



(i) 



2 . 3 dtdu ••23.4.6 dt^du^ 

jRq enthält (n+ 1), Ri n von einander unabhängige Con- 
stante; mithin enthält der vorstehende Ausdnick tfXr Q 2n -|- 1 
von einander unabhängige Constante. R^ ist ein Polynom, 
von welchem irgend ein Glied ist ci^u^, wo «4-/5 = « ist. 
Jedes Glied zieht sich durch die ganze erste Horizontallinie 
in dem Ausdruck (I) fQr Q hindurch, mit derselben Con- 
stanten. Also ein Bestandtheil von Rq, wie ct^'ufi, liefert, 
mit Weglassung des constanten Factors c, folgenden Bei- 
trag M zum ersten Theil des Q: 

1.4 1.2*o*4 

V> 1 • 2 tu ~ 1 . 2 • 3 • 4 \tu) ) ' 
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Wir müssen ty h durch y, e ausdrücken, und dann x^^fCOB^, 
y srs Q sind' cos q), ;? «= p sin ^ sin 97 setzen, wodurch ¥nr er- 
halten 

a: -= p cos '§• 

^ = 4 sin ^e^ Q \ . . • . 

^ . 2^ tu = { sin d^oK 

Substituiren wir diese Werthe in dem obigen Ausdruck für 
M^ so wird 

Jf = \ sin d^(f<"{^V'Q^(l — :^ • 4 . 5?^, H V 

2" ^ y 1-2 8in ^' ' J' 

Der Factor — kann fortbleiben, da doch nocH ein willkür- 

licher constanter Factor hinzuzufügen ist, und der übrige 
Ausdruck lässt sich so schreiben: 

g(«-/»)y.p» (sin ^» — ^-^^ sin *— « cos d» 

+ 25(!^-. «L?f(|£j7A) «in *--- cos ^ - . . .) . 

1 • Ä • • 4 / 

Es ist « + /J = w ; setzen wir a — /S = 5, so ist 

n+8 ^ n—s 

und der vorstehende Ausdruck geht durch Substitution dieser 
Werthe für a, /J über in: 

^Q^ (sin -Ö-» - (?L+JH^.?) sin a^-« cos ^« 

Dies ist der Beitrag, der aus irgend einer Combination a, ß 
entsteht, für welche ^ -|- /3 >=> n ist. Wir haben alle diese 
Combinationen zu berücksichtigen. Nehmen wir zunächst 
diejenige, welche durch Vertauschung der vorigen Werthe 
a, ß erhalten wird, so geht s über in — S] in dem letzten 
Ausdruck ändert sich daher nur der erste Factor e^, indem 
dieser übergeht in e""*^*. Diese zwei Combinationen liefern 
also, indem wir zugleich die noch fehlenden beliebigen con- 
stanten Factoren beifügen, folgenden Beitrag: 

(Ccvi ^ Be-^) 9» (sin ^» — ^^t+^zJl ^ind»-« cos** + .••), 
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oder^ da wir 

Ce^vi ^ Der^' «= A^ cos S(p + U, sin sq> 
setzen können, 

(-4,co8sg)+5,8inS9)p"(8in'9''« — ^""^*;^^-- - 8ind''-*co8'9'*+"-y 

wo Äg, B, zwei beliebige Constante sind. Es ist s immer 
eine positive ganze Zahl und gleichartig mit n, d. h. gerade 
oder nngerade^ jenachdem n gerade oder ungerade ist. Gehen 
wir daher sämmtliche Combinationen a, ß durch, so haben 
wir für s alle Werthe zu nehmen, welche positiv, kleiner 
als n und gleichartig mit n sind. Der erste Theil des Q, 
welcher von der ersten Horizontallinie in (I) herrührt, wird 
demnach 

p*2^-4,cosS9)+-B,sinS9))( sin-ö-»— -^^^-g^^ sin^''^- coS'9^*+"* ) > 

wo das Summenzeichen 27 sich auf die Werthe 

^ssn, n — 2, n — 4, 1 oder 

bezieht. Jedem dieser Werthe, mit Ausnahme des Werthes 
5 SS 0, entsprechen zwei willkürliche Constante As und £«; 
für 5 *=> bekommt man nur die eine Constante j4q. Die 
Anzahl der Constanten, welche diese Summe involvirt, ist 
demnach n + 1. 

Behandelt man den zweiten Theil des Qj nämlich 

in derselben Weise, indem man beachtet, dass B^ eine homo- 
gene Fimction von t imd u vom Grade n — 1 ist, so wird 
man finden, dass derselbe gleich ist 

Q^2J (As cos $q) + Bm sin sq>) X 

(sin^^^cos^— ^- "" ^ "^ f .^2 "" ^ "" - sin ^»-3 eos ^^ + • • •) , 

wo 8 gleichartig ist mit n — 1 , so dass man flir s die Werthe 

n— 1, n — 3,-'«- 1 oder 

zu setzen hat. Jedeni s, mit Ausnahme von s = 0, ent- 
sprechen wieder zwei Constante, und für s = schmelzen 

Dirichlet, Potentialtheorie. 7 
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« 

die zwei Constanten wieder in eine zusammen. Diese Summe 
enthält folglich n Constante. 

Addirt man diese zwei Bestandtheile des Q und lässt 
den Factor p** fort, so erhält man schliesslich als allgemeinste 
Kugelfunction w**' Ordnung eine solche Summe: 

Xn^Z{A,cossq> + B,smsq)) (sin^« -^^^^^sin^— «cos^« 

in + s)(n + s - 2) (n - A(n.:3^ -j) ^j^^„., eos^ + ....) 

+2j(-4,cosS9?+JB,sin59?)(sin'9^'»-^ cos'O-— ^23 ~ ^"^^"""'cosd' 

(n-i+.)(n- l ^in-3+«)(n_-3_-_i) ^^ ^,-5 cos ^^ - • • • •). 

a • o • 4 • o / 

Für s hat man sämmtliche Werthe von bis n zu setzen, 
und zwar in der oberen Summe die mit n gleichartigen, in 
der unteren die mit n ungleichartigen. Die obere Summe 
enthält w + 1, die untere n Constante: X„ enthält folglich 
2n -{- l Constante. Es ist leicht, sich zu überzeugen, dass 
diese 2n -{- 1 Constanten yon einander unabhängig sind, 
d. h. dass man die 2n -{- 1 Constanten nicht variiren kann, 
ohne dass die resultirenden Werthe des X« verschieden sind. 
Es sei also 



(«) 



£ (Äs cos sg) + Bt sin sg)) (sin -ö*» ) 

+ Z (A, coj S(p + Bt sin sgi) (sin -©•'»"■^ cos -ö* — • •) 

i -I 



..H 



I^ (a, cos S(p + 6, sin sq>) (sin -ö-»» — • •) 
+ Z" (a, cos s^ + hg sin S(p) (sin -©•'•""^ cos '©••••). 



Setzt man hierin %• = 90^, so wird der zweite Theil auf 
beiden Seiten ganz wegfallen, während im ersten der Factor 
(sin 'S"" — • • •) sich auf 1 reducirt. Es muss also 

27 (-4, cos 59 + Bs sin sq>) = 27 (a, cos «9? + 6, sin 59) 

sein, wo für s die Werthe w, n — 2, • • • zu setzen sind, was 
offenbar unmöglich wäre, wenn die entsprechenden Con- 
stanten Aa und a,, Bs und 6, verschieden wären. Differenzirt 
man (a) nach %•, und setzt nach der Differentiation %• = 90*^, 
so wird der zweite Theil nicht verschwinden^ wohl aber der 
erste, woraus sich dann ergiebt, dass auch die Constanten 
des zweiten Theils nicht verschieden sein können. 



Die jJlcein*'i2i>we Kijrtlf-ritiivr. rtf->vi: aIso aus iili«^ 
dem, wo gisie FuDCÖC'seii tos <-<•• 4^ ur>a sin «^ xnii l«^^i* 
nus und Sine« tos f zn^uifplkin sind. 

Soll der Ansorock J, toh g -nÄbhimriiT sein, >i^ luössi^n 
die Constuiten. dir «i* sg und sin >g muliipikiivn, illoich 
Null sein, bis i^f .4,^ Ist als*« m gerade, so ist 

JL^, (sin «-• — -^ sin d^— - cxis 9^ -^ "/ ^ Vr >i»^ «^*"^ *^^* •'^* " "^^ 
und ist m ungerade. 

A^ (sin &*~^ cos d 

der allgemeinste Ausdruck für eine Ton ^ unabhängige Kugel- 
fonction. Da P. (cosot, und deshalb auch P, leos ^^ oiuo 
Kii^lfunction m^~ Grades ist^ und da 1\ (cos d-^ tou ^ un- 
abhängig isty so kann sich jede von ff unabhängige Kugel* 
fonction !•*" Grades von P« (cos 9-^ nur durch einen con- 
stanten Factor unterscheiden. 
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Fünfter Abschnitt. 

Anwendangen der Theorie auf einige specielle Aufgaben 

ans der Elektricitätslelu*e. 

§. 23. 

Die Anwendungen der bisher vorgetragenen Theorie, die 
wir zu machen haben, zerfallen in zwei Classen: wir werden 
zunächst eine Anzahl von bestimmten speciellen Problemen 
lösen, und nachher allgemeine Probleme. Erstere gehören 
der Elektrostatik an, und setzen die Kenntniss folgender 
Erfahrungssätze und Hypothesen aus der Elektricitätslehre 
voraus. 

Man unterscheidet zwei Elektricitäten, die positive und 
die negative, und zwei Gattungen von Körpern, Leiter und 
Nichtleiter. In beiden denken wir uns ein wirkungsloses 
Gemisch von positiver und negativer Elektricität, die sich 
gegenseitig binden. Den Gegenstand der Betrachtung bildet 
das Verhalten der Elektricität in einem Leiter, in dem sie 
sich mit der grössten Leichtigkeit bewegen kann. In einem 
Leiter befindet sich freie Elektricität immer nur an der 
Oberfläche. Die Dicke der elektrischen Schicht kann nicht 
gemessen werden, so dass wir letztere als eine mit Masse 
belegte Fläche betrachten können. Jeder Leiter kann be- 
liebig viel neue Elektricität entwickeln, aber so, dass die 
positive immer in demselben Quantum da ist wie die nega- 
tive. Wird ein Leiter in die Nähe von schon elektrischen 
Körpern gebracht, so tritt eine Decomposition des in ihm 
enthaltenen Gemisches ein, es bildet sich augenblicklich eine 
elektrische Schicht auf seiner Oberfläche. Wir haben es 
nicht mit dem Act der Decomposition zu thun, es bildet 
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sich angenblicklich eine Schicht , und wir ntollen uns die 
Aufgabe^ die Dichtigkeit derselben an jeiler Stelle der Ober- 
fläche za bestimmen^ d. h. den Factor, mit welchem man 
das Flächenelement zu multipliciren hat, um die darauf be- 
findliche Elektricitätsmenge zu erhalten. Das Princip, wel- 
ches der Lösung unserer Aufgabe zu (irunde liegt, lautet: 

Die Resultante aller elektrischen Kräfte, die ausgeübt 
tcerden von den einzdnen Elementen der auf dem lA^iter sich 
bildenden Schicht und des Nichtleittrs , der als gegd)en an- 
gesehen wird und 'sidi nicht ändert durch die yähe des durch 
ihn dektrisch tcerdenden Tjciters, pnuss, wenn das (ilcichgcicicht 
auf dem Leiter eingetreten ist, in allen im Innern des Ijciters 
liegenden Punkten Null sein. 

So lange jene Resultante nämlich nicht Null ist, wird 
ja eine weitere Decomposition im Innern des Leiters ein- 
treten. Dies einfache Princip gilt auch da, wo man ein 
System von getrennten Leitern hat. Aber schon die ein- 
fachsten Fälle bieten grosse Schwierigkeiten dar. 

§. 24. 
Wir fangen mit Einem Leiter an, der die Form einer 
Kugel hat, und mit einem beliebigen Nichtleiter. Der 
Radius der Kugel sei a. Wir entwickeln zunächst das Po- 
tential der elektrischen Schicht, die sich auf dem kugel- 
förmigen Leiter bildet, in eine Reihe, indem wir die noch 
unbekannte Dichtigkeit der Schicht durch k bezeichnen. Das 
Flächenelement der Kugeloberfläche ist a* sin %''d%''dtp = a^d&, 
und das Potential der Kugelschicht in Bezug auf einen be- 
liebigen Punkt, der durch (>, -ö-, 9 gegeben ist, 

/k'da 
, 
y(a' — 2ap cos OD -f p') 

Wir brauchen das Potential bloss für innere Punkte zu 
entwickeln; für diese hat man (§. 16.): 

Was auch immer die Dichtigkeit k sei, so können wir uns 
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dieselbe ; als Function zweier Veränderlichen %'\ tp ^ in eine 
Kugelfunctiqnreihe entwickelt denken. Wir setzen also 

Ä = Xo + X. + X, + . . • = 2 x„ , 



wodurch wir erhalten 



OO 00 



V = ajdd ^ Xm ^{ ly Pn (cos o) 





OO 00 



ncsO mnsO 

Dies Integral ist 0, wenn die Indices m und n yerschieden 
sind (§. 20., 5.); für m = n fanden wir 

fX; Pn (cos (O) d</ = :^^^ Xn. 

Mithin ist 

Dies ist eine einfache Summe. 

Sollte n^an die Entwicklung für einen äusseren Punkt 
machen, so hätte man: 

Die gesuchte Dichtigkeit k muss also so beschaffen sein, 
dass die Schicht, für welche 1c die Dichtigkeit ist', sammt 
dem äusseren Nichtleiter, im Innern des Leiters keine Wir- 
kung hervorbringt. Das gegebene Potential für den Nicht- 
leiter, welches wir V nennen wollen, lässt sich auch ent- 
wickeln, und zwar, in unserem Fall, nach positiven Potenzen 
von Q (§. 19.). Es sei 

wo Zn eine Kugelfunction und als gegeben zu betrachten ist. ' 

Soll im Innern des Leiters keine Wirkung ausgeübt werden, 

so muss die Summe der Potentiale V und v gleich einer 

Constanten C sein: 

F+t; = C, 
oder 
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(7=2;p-(z, + -;^,^X,), (1) 

was auch Qj d"^ <p sei. Hieraus bestimmen sich alle X von 
selbst, bis auf Xq. Denn die Gleichung (1) ist nicht anders 
zu erfüllen, als dass die Coefficienten von Qj (>*, (>*••• ein- 
zeln gleich Null sind. Wir haben also 

für n > 0. Es kann aber doch nichts unbestimmt bleiben; 
Xq bestimmt sich aus dem Quantum Elektricitat, welches 
der Kugel ursprünglich mitgetheilt worden ist, ehe sie in 
die Nähe des Nichtleiters gebracht wurde. Da nämlich all- 
gemein (§. 21.) 

Xn = — —"— / Ä'P» (cos o) d(^ 

ist, so folgt für n = 0, indem Pq (cos ca) = 1 ist, 

Es ist aber jTcia^dö') das auf der Eugeloberfläche befind- 
liche Quantum Elektricitat; da aber durch den Nichtleiter 
gleiche Mengen positiver und negativer Elektricitat ent- 
wickelt sind, so muss jenes Quantum genau gleich dem der 
Kugel ursprünglich mitgetheilten Elektricitätsquantum Ä sein. 
Mithin ist 

X - ^ 

oder Xq ist die mittlere Dichtigkeit der Kugel, insofern 
Axa^ die Gesammtoberfläche der Kugel ist. Somit wird das 
Resultat unserer Untersuchung durch folgende Gleichung aus- 
gedrückt: 



00 



^ = 4^-;^2'(2«+i)«"-^^- 



A 
Wäre also der Nichtleiter gar nicht da, so würde k = - — s 

sein, was sich übrigens auch von selbst versteht, und wäre 
der Kugel ursprünglich keine Elektricitat mitgetheilt, d. h. 
J[ = 0, so würde das erste Glied fortfallen. Was also im 
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Allgemeinen stattfindet, ist eine Art Superposition, das s 
lieissen: die Dichtigkeit, welche stattfindet, wenn Beides v« 
banden ist, nämlich ein Nichtleiter und ein der Kugel n 
getheiltes Quantum Elektricität, ist gleich der Summe c 
beiden Dichtigkeiten, die stattfinden würden in den beid 
Fällen, wo nur eins vorhanden ist. Dies ist ein ganz s 
gemeines Princip, insofern es nicht bloss für die Kugel g 
sondern für jeden beliebig gestalteten Leiter. 

§. 25. 

Lässt man den Nichtleiter in beliebiger Gestalt, 
findet nichts einfaches statt. Es reducire sieb also der Nie 
leiter auf einen blossen Punkt. Diesen Punkt legen wir 
die feste Linie, von wo die Winkel -ö* gezählt werden. Se 
Entfernung vom Mittelpunkt der Kugel sei c; die in il 
enthaltene Elektricitätsmenge ft; seine Polarcoordinaten w 
den sein 

(>' = c, -ö"' = 0, 9' ad libitum. 

Demnach ist cos o = cos d', und 



>/(c*— 2c9co8^ + 9«) c ^ "^ Mc/ ' 
folglich 

^«=-l^l^n(cOS^). 

Wir wollen annehmen, dass der Kugel ursprünglich 
Elektricität mitgetheilt sei; dann haben wir 

1 1 

Diese Reihe lässt sich leicht summiren; setzen \ 



00 



so ist ^..(2w + l)Pn(cosO')«" zu summiren, ys 



auf einige ■paeirile AalismbrB aa* d«r EMtricitlulehre. Klö 



Differenziren wir beide Seiten dieser (ileichung nach a, ao 
haben wir: 

^ ^ ^ '1 - ia CO** + o«.iJ 



woraoa durch Mulüplication mit 2a die Gleichung 

entsteht Ans (2) und (3) erhalten wir »chliesslich durch 
Addition • 

>;(2n+ l)PJcos»)a'' = ^^ - - ^T:"7ä- 

^U ^ ' ' ■ (1 — 2« cos* + o*jl 

Substituiren wir die 
zweite Seite der vor- 
stehenden Gleichung / 
statt der ersten in (1), / 




so erhalten wir für die ^\ 
Dichtigkeit in allen 
dementen der Kugel- 
*8che, die auf einem 
*Uf c senkrechten Kreise pq liegen (Fig. 15.), den Ausdruck 

^O 5 = y(a* — 2 ac cos-ö- + c*) die Entfernung des elektrischen 
^nktes ft von irgend einem jener Elemente bezeichnet, und 
den Winkel, den der nach irgend einem derselben ge- 
^gene Radius mit der nach ft gerichteten Linie c bildet. 
^^ dem Punkt A der Kugel, welcher die kleinste Entfernung 
^^n ft hat (far welchen ^ = 0, s = c — a ist), wird 



'*' "" 47ra V c (c - a)V ' 



^'tid in dem Punkt B, welcher am weitesten Tom fi entfernt 
*^iegt (^ = Ä, s = C'\' a), wird 
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'^~ 4^na\c (c + ö)V ' 

Hieraus geht hervor, dass die um ersteren Punkt herum be- 
findliche Elektricität mit ft ungleichartig ist, während die 
um letzteren herum befindliche mit ft gleichartig ist. Zwischen 
diesen beiden Punkten giebt es einen gewissen auf c senk- 
recht stehenden Kreis, in dessen Peripherie Ä = ist; der 
nach irgend einem Punkte seiner Peripherie gezogene Eugel- 
radius bildet mit c den Winkel 0'^, dessen Cosinus gleich 



ist/«2) 



^ac 



§. 2Q. 

Wir wollen jetzt als Leiter eine Hohlkligel nehmen und 
einen Nichtleiter in die Höhlung bringen. Es bildet sich 
an der inneren und äusseren Fläche eine Schicht; es sind 
also zwei Schichten zu bestimmen. Die Dichtigkeit der 
äusseren Schicht sei Ä, der inneren /; es sei wieder 

Hier weiss man noch nicht, wie das Quantum der mitgetheilten 
Elektricität sich über die beiden Schichten vertheilt. Das 
Potential von sämmtlichen wirkenden Massenelementen muss 
innerhalb der Schale constant sein. Dies Potential besteht 
aus drei Potentialen, aus denen der beiden Schichten und 
dem des Nichtleiters. Die Potentiale der äusseren und inneren 

Schicht seien resp. v und v^, das 
des Nichtleiters F. Letzteres, wel- 
ches als gegeben zu betrachten ist, 
muss in diesem Fall nach nega- 
tiven Potenzen von q entwickelt 
werden, ebenso v^y v hingegen nach 
positiven. Nennen wir die Radien 
der äusseren und inneren Fläche 
resp. a und h (Fig. 16.), so ist 
nach §. 24. 



Fig. 16. 




v = 47ta ^, - — .- 
und nach §. 19. 



•rM, '•=*'■> 2 MT- 
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Bei der Entwicklung des Potentials irgend einer Masse nach 
negativen Potenzen des radius vector des Punktes, auf den 
die Masse wirkt, ist der erste Coefficient immer gleich der 
Masse. Denn das Product aus dem Potential irgend einer 
Masse in jenen radius vector nähert sich bei wachsender Ent- 
fernung jenes Punktes von der Masse einer Grenze, und 
diese Grenze ist die Masse (§. 5.). Demnach ist Zq die Menge 
der auf dem Nichtleiter vorhandenen Elektricität, die wir 
M nennen wollen. Die Summe jener drei Potentiale inner- 
halb der Kugelschale ist eine Constante, oder es ist 

Const = v + ^1 + ^' 

Fasst man die drei Reihen für v, v^, V zusammen, so be- 
kommt man eine Reihe, die nach positiven, und eine zweite 
fieihe, die nach negativen Potenzen von q fortschreitet, 
und die Summe beider muss eine Constante sein. Nun 
lässt sich beweisen, dass wenn man eine innerhalb eines ge- 
wissen Intervalles (von b bis a) convergirende Reihe hat, 
die theils positive, theils negative Potenzen enthält, und diese 
Reihe Null sein soll, dass dann alle einzelnen Glieder Null 
sein müssen; imd dass wenn diese Reihe constant sein soll, 
das constante Glied schon da sein muss, während alle übrigen 
Glieder wieder Null sind. Es würde aber schon Umstände 
machen, dies zu beweisen. Wir wollen uiis also nicht auf 
dies Princip stützen, sondern darauf, dass jede Grösse nur 
auf eine Weise nach Kugelfunctionen entwickelt werden kann. 
Hat man eine nach Kugelfunctionen geordnete Reihe, und 
weiss, dass dieselbe constant ist, so kann man daraus den 
Schluss ziehen, dass die Kugelfunctionen erster, zweiter, 
dritter • • • Ordnung nicht da sind, oder gleich sind. Denn 
eine Entwicklung einer Constanten K nach Kugelfunctionen 
iat jedenfalls diese: 

K=K+0 + + 0'\ , 

wenn man bedenkt, dass das erste Glied K der zweiten Seite 
'eine Kugelfunction nuUt^r Ordnung, das zweite Glied eine 
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erster, das dritte Glied eine zweiter Ordnung ist u. s. 
Hat man also auch 

ü:=n + r, + ?; + ..., 

SO ist 

Man addire also die drei allgemeinen Glieder jener drei 
tentialentwicklungen, und bemerke, dass die daraus ea=ft_ ^ 
stehende Summe eine Kugelfunction n^' Ordnung ist, w^^i] 
jene Glieder einzeln Kugelfunctionen n^^ Ordnung sind (§. 2fCZ3, 
2. und 3.); diese Summe muss also sein, ausgenommei^K^, 
wenn m = war. Also bekommen wir jetzt folgende 13 ^3- 
dingung, für w > 0: 



Diese Gleichung findet statt, was auch q sei, folglich 

jedes der zwei Glieder der ersten Seite für sich gleich. ^ 

sein, d. h. 

1) Xn = I 

, i wenn n > 0. 

Aus 1) folgt 1c = Xq. Also die äussere Schicht ist ein® 
constante Schicht, d. h. ihre Dichtigkeit ist überall di^ 
selbe, gerade wie wenn der Nichtleiter gar nicht da wäJ^^* 
Aus 2) bestimmen sich alle Y von Y^ an, indem 

ist. (Wir werden sogleich sehen, dass diese Gleichung au^^ 

far r„ gilt.) 

Unser Problem wäre also gelöst, wenn wir Xq und --^« 
hätten. Xq und Yq sind die constanten Glieder in den Ent-- 
Wicklungen der Dichtigkeiten k und l nach Kugelfimctione::^^* 
Nennen wir die in der äusseren und inneren Schicht en 
haltenen Elektricitätsmengen resp. Ä und J?, so ist nach §• 




^ "™ Ä^n^f -M) i^7»!* • \^^ 



ina^' 4.nh' 



Wir kennen aber, wie schon oben bemerkt, weder A no 
JS, sondern nur ihre Summe 
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Ä + B = C\ (3) 

Wo C die der Hohllragel mitgetheilte ElektricitätMmenge be- 
deutet Aus (2) und (3) folgt 

43ra«Xo + 4«6MV=C. (4) 

Setzen wir in der Gleichung 

Const ■= f + r, + ^' 

ftlr r, «1, V ihre Entwicklungen, so reilucirt sicli die zweite 
^eite derselben, wegen (1), auf das erste Glied, welches 
♦* = entspricht, und wir haben 

Const = 4«a*Xo + (4«&* Y^ + /^o) ^ . 

I^iese Gleichung kann offenbar nicht bestehen, wenn nicht 

4Ä6*rp + Z^, = 
i^t, woraus sich ergiebt 

Y __ ^o ^J_ 

Substituireu wir diesen Werth für Y^ in (4), so erhalten wir 
^nch ZqJ es wird 

T _C+_M 

Somit ist 

Ana* 



7 3f 'V ^n^- 1 ry 



1 

An der äusseren Fläche bildet sich also eine constante Schicht, 
und die in derselben enthaltene Elektricitätsmenge ist C -{- M, 
d. h. die Summe aus der der Hohlkugel mitgetheilten und 
der des Nichtleiters. Die innere Schicht hat also die Masse — M. 

9 

Wenn nun Gleichgewicht eingetreten ist, wie wirkt das 
Ganze, d. h. die beiden Schichten und der Nichtleiter, nach 
aussen? Aus dem Vorhergehenden ist klar, dass F+ v^ = 
ist, und zwar nicht bloss in der Eugelschale, sondern fär 
jedes Q, welches grösser als h ist. Wenn wir also das Po- 
tential des Ganzen für den äusseren Raum entwickeln (nach 
negativen Potenzen von (»), so wird bloss das Potential der 
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äusseren Schicht bleiben. Letztere ist aber eine constante 
Schicht, mit der Elektricitätsmenge C -{- M. Würde also 
der Nichtleiter im Innern bewegt, oder würde eine andere 
Vertheilung seiner Elektricitätsmenge in ihm vorgenommen, 
so würde die Wirkung nach aussen dieselbe bleiben. Durch 
eine Umhüllung eines Nichtleiters mit einer leitenden HohF- 
kugel wird folglich alle Individualität desselben eliminirt; 
nur die in ihm enthaltene Menge von Elektricität kommt in 
Betracht. ^^) Dies ist ein ganz allgemeines Phänomen, wie 
später gezeigt werden wird. 

§. 27. 

Es seien zwei von einander völlig getrennte Leiter ge- 
geben, die beide kugelförmig sind; man theilt beiden Elektrid- . 
tat mit: es sollen die Schichten, die sich auf beiden Kugdn i 
bilden, bestimmt werden.«*) 

Die beiden kugelförmigen Leiter wollen wir Ä und B 

nennen (Fig. 17.), ihre ßa- 
^^^•''* dien a und &, die Dichtig- 

keiten der auf ihnen sich bil- 
denden Schichten Je und /, 
das Stück der Centrallinie, 
welches zwischen ihren Mittel- 
punkten liegt, c. Da die 
Leiter völlig getrennt sein 
sollen,wird c jedenfalls grösser 
als a + 6 sein. Die Lage irgend eines Pimktes bestimmen 
wir wieder durch Polarcoordinaten. Als feste Linie, toxi 
der aus wir die Winkel zählen, welche die Lage von b®* 
stimmen, wählen wir die Centrallinie. Den radius veot^^ 
von nennen wir q oder <y, jenachdem der Mittelpunkt vox 
A oder B als Pol angenommen wird; den Winkel, dei»- . ^ 
mit der von A nach B gerichteten Centrallinie bildet, nenr^ 
wir O", und den Winkel, den c mit der von B nach A 
richteten Centrallinie bildet, ly. Dann ist offenbar 

c = (> cos -ö" + <y cos 71. 

Wir setzen wieder 
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Die Schichten, die sich bilden, werden um dio Centrallinie 
symmetrisch liegen, so dasM l- nur von dem Winkol d ab- 
Iwngty und I nur von dem Winkel r;. Zufolge der am 
Schloss des §. 22. gemachten Bemerkung können wir daher 
f&r X« nnd 1\ unmittelbar annahmen «r^ 7^„ (cos d ) und 
ßnPn(eosij), und mithin 

h — Za^P. (cos d), / = 2:ß, 1\ (COS i;) 

setzen. Die Lösung unseres Problems kommt demnach darauf 

hinaus, die constanten Coefficienten c^o» ^n ^2 * ' ' ? A»; /^i? /^2 ' * ' 
zu bestimmen. 

Wir müssen jetzt die Potentiale der beiden Schichten 
bilden; denn wir haben auszudrücken, dass das Gesammt- 
Potential innerhalb der ersten Kugel A, und ebenfalls inner- 
halb der zweiten li constant ist. Es sei r die Entwicklung 
des Potentials der ersten Schicht innerhalb, t\ ausserhalb 
der ersten Kugel; und fr die Entwicklung des Potentials der 
sweiten Schicht innerhalb, tr, ausserhalb der zweiten Kugel. 
Bann hat man (§. 24.J: 

-*"-2& ^'^-r'. -. = r 2 & \¥^p 

• fctter 

t; + tCi = Const , i'i + w = const 
oder 

^o _p |2nd Q constaute Grossen bezeichnen, und zwischen 
"^ Tier Grössen q, öy -ö-, i] die Gleichung 

c = Q cos ^ -{- ö cos fj 

^^ttfindet. Die Gleichung (1) gilt für alle Werthe von ^, 
7^^ Zwischen und 2;r liegen, und für alle Werthe von (>, 
^ zwischen und a liegen; die Gleichung (2) für alle 
^^iihe von rj, die zwischen und 2ä liegen, und für alle 
^^he von ö, die zwischen und h liegen. 
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Erfüllt man die zwei Bedingungen (1) und (2), indem 
man sich auf die Punkte beschränkt^ die auf der Linie c 
resp. in der ersten und zweiten Kugel liegen , so sind sie 
von selbst für alle übrigen Punkte resp. der ersten und 
zweiten Kugel erfüllt Es findet nämlich folgender allge- 
meine Satz statt: Hat man ein Massensystem, welches sym- 
metrisch um eine Axe liegt, imd umschliesst das ganze Massen- 
system, oder ein Theil J. desselben, einen massenleeren Baum, 
so braucht das Potential des Massensystems nur constant zu sein 
auf einem beliebig kleinen Theil der Axe, welcher in jenen 
Raum hineinfällt, um überall in jenem Raum constant zu 
sein.*^) Wenn wir uns also auf die Punkte beschränken, die 
auf der Axe liegen, so ist in (1) d" entweder oder jr, folg- 
lich coS'Ö' = + 1> während iy immer Null, folglich cosiy = 1 
ist, und die Gleichung c = q cos O* + <^ cos iy geht über in 

Es war 

Pn (cos ^) «»» = : 

folglich ist 

P«(l) = 1, undP« (- 1) = (- 1)», oder P„ (+ 1) = (±1)-. 

Für die auf der Axe liegenden Punkte geht die Gleichung 
(1) demnach über in die folgende: 

Auf dieselbe Weise findet man, dass die Gleichung (2) f^ 
die auf der Axe liegenden Punkte sich in die folgende ver- 
wandelt: 

Wir suchen die Grössen a und ^, welche den Gleichung ^^ 
(3) und (4) genügen; dieselben Grössen werden, jenem m^^' 
gemeinen Satz zufolge, den Gleichungen (1) und (2) genüg^^"^ 
Setzen wir 

so liegen x und y zwischen — 1 und +1, da p zwischen 
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and a, 6 zwischen und b liegt Drücken wir in (3) und 
(4) p und 6 resp. durch x und j^ aus, so erhalt^^n wir: 

^ ^jL/^n+l^ ^ c — by J^ tn+ \\c by) ' 

\ Wir setzen 

' 2 i¥^;^*" ■=/'(•'•)' 2\/; , r-nv), (r>) 

wodurch die vorhergehenden beiden Gleichungen übergehen in 

p-<^m + T^„.ti~^ (0) 

Dies sind zwei sogenannte Functionalgleiehungen. Es ist 
leicht daraus eine dritte Functionalgleichung zu bilden, worin 
nur eine der beiden Functionen f und Fy z. B. f, vorkommt. 
Zu diesem Zweck geben wir in der zweiten Gleichung dem 

if den Werth , der zwischen und 1 liegt, und als 

Argument der Function F in der erst<»n Gleichung erscheint; 

Ktzen wir zugleich 

c* -- 6> , 
- — = A:, 

*o erhalten wir die Gleichung 

e-K--iJ+°fe;''f(ii;i)- 

^mbiniren wir diese mit der Gleichung (6), so entsteht 
^^J'ch Elimination der Function F folgende Functional- 
gleichung für f(x): 

^^s dieser Gleichung ist die Function f(x) zu bestimmen. 
■^^t das geschehen, so ist f{x) in eine nach Potenzen von 
^ fortschreitende Reihe zu entwickeln: dann werden sich die 
^^Össen a durch Vergleichung dieser Reihe mit der ersten 
^^ite der Gleichung (5) ergeben. 

^irichlet, Potentialtheorie. 8 
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§.28. 

Gesetzt man hätte für eine Function g>{x) fol 
Funetionalgleichung 

woraus man die Function q){x) bestimmen sollte. Die 
chung besagt, dass wenn wir das Argument verdo 
aus dem ersten Werth der Function der neue, dem dop 
Argument entsprechende, bestimmt ist Gar kein ai 
Zusammenhang ist durch die Gleichimg ausgesprochen. I 
folgt, dass die Curve y = 9> (a?) vollkommen willkürlich 
von irgend einer Abscisse a bis zur doppelten 2a, nu 
die letzte Ordinate das Doppelte von der ersten ist. ! 
Funetionalgleichung involvirt also eine beliebige Fu 
(Fig. 18.). Wenn aber zu einer solchen Gleichung 
Nebenbedingungen hinzukommen, so kann sich Alh 



Fig. 18. 




a za 



stimmen. Soll jene Curve z. B. so beschaflFen sein, da 
im Anfangspunkt eine Tangente hat, so ist Alles besi 
Denn man hat 



oder 



(p{x) 






X 



X 



X 

2^ 



Die Derivirte ist 



lim y(« + ^) — yW 
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also im Anfangspiinkt ist dieselbo, da q>(i)) weisen (1) gleich 
NqU ist, 

lim '^ , fftr ein abnehmendes h , 
wof&r wir anch sagen können 



._Hr) 



lim — > ■ , für ein wachsendes «. 



2" 

Es ist aber, nach (2), für jedes n 



<^ 



X X 

2" 






• • ••> 



mithin ist auch die Grenze der ersten Seite dieser Gleichung 

ftr ein wachsendes n gleich ^^ . Hat nun die Derivirte 

. im Anfangspunkt einen bestimmten Werth Cy so ist folglich 

~'ssc^ oder fp{x)^^cx, d. h. die Curve ist eine gerade 

Linie. 

Zu demselben Resultat; käme man durch diese andere 
Kebenbedingung, dass q>{x) sich nach Potenzen von x in 
^ convergirende Reihe entwickeln Hesse. Denn wäre 

g, (x) = a^x + a^oi? + a^^oi? + 

^d folglich 

g> (2a:) = 2a^x + 40^0;* + 9ta^a? + 

*^ würde aus (1) folgen ; dass 

^i^ + 2a^a? + 2a>^x^ H = 2ay^x + ^a^x^ + Sa^o::^ 

^^^n müsste. Daraus würde weiter folgen: 

^Iso (p{x) = a^x. 

Bei unserer Aufgabe findet die zweite Nebenbedingung 
^Oiiöer statt: wir wissen, dass f{x) sich in eine conver- 
^^^Hde, nach Potenzen von x fortschreitende Reihe ent- 
^icteln lässt. 



8^ 



, 
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§. 29. 

Da die in §. 27. mit x bezeichnete Grösse zwischen — 1 

und -f~ 1 li^g^; so li^g^ diXK^ 

c — ax a 

k — ex , b 

c — 

c — ax 

zwischen — 1 und + 1 (sogar zwischen und +1). Es sei 
c — ax c — aa?! c — ax^ n 

Jf/\ —"^ 1 t wo """" 1 « wQ ^^~ 1 U« 8« X* 

Gehen wir von einem beliebigen x aus, das zwischen — 1 
und + 1 liegt, und bilden die Reihe x^, x^- - ' '] wohin ver- 
läuft sich diese Reihe? 

1. Der Ausdruck 

/ V c — ax a , 6' 1 

w(x) = j = j 

^^'^ k — ex c * c k — ex 

a.a»t »eh o.»b„. ,.b^. X von - » b. A ^^ 

immer in demselben Sinn, d. h. er ist, so lange x zwischen 

k » 
— oo und — liegt, um so grösser, je grösser x ist. Für 

den Werth ^ = — , der, wie leicht zu sehen, grösser als 1 

ist, findet der Uebergang von oo nach — oo statt 

2. Ist .S die zwischen und 1 liegende Wurzel der 
Gleichung 

c — (a + Jc)x + ca:^ = , 



so ist 



X = Xi, wenn rr = S ist 

X J> Xif „ X ^ % „ . 



Es ist nämlich 



c — (a + k)x + ex* , 

^ Ä — ex 

Der Divisor dieses Quotienten ist positiv, mithin hängt ädLB 
Zeichen von x^ — x nur vom Dividendus ab. Letzterer ha* 
zwei reelle Wurzeln, wie sofort einleuchtet, wenn man i^ 
c — (a + Ä) a; + ^^^ für x die Werthe und 1 setzt. F^r 
X = wird der Ausdruck gleich c, also positiv; för a?** 1 
wird er 
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2c — (a + Jfe) — 2c — a «= ^ —^ , 

also negaÜT. Zwischen und 1 lieg^ folglich die eine 
Wurzel der Gleichong 

c — (a -f- *)^ -|- c x* = 0. 
Die andere Wonsel ist grösser als 1, da das Product beider 
Worzeln 1 ist Die zwischen und 1 liegende Wurzel 

nennen wir |; die andere ist dann . . Also unter der Grenze 

1 giebt es einen, und nur einen Werth, nämlich i, für den 
X| «= j? ist. Da o^i — X für a; = positiv war, so ist Xi > x, 
wenn ;r < |, und x, < x^ wenn x > g. 

3. Geht man nun erstens von einem x aus, welches 
twischen — 1 und i liegt, und bildet die Reihe Xi, ^s * ■ * , 
80 lässt sich zeigen, dass sich die Glieder derselben dem 
Werth i als Grenze nähern. Denn bildet man die Function 
V mit den Argumenten x und g, so ist, da o; und g unter 
1 hegen, und ( > o; ist, nach 1. 

9(5)>9>(^)- 
Es ist aber fp (|) «i g^ ^ (x) = Xj. Mithin haben wir 

S > ^r 
Nach 2. ist femer x <,Xi, da j; < 6 ißt. Gehen wir also 
^ einem a; aus, das unter { liegt, so ist 

x<Xi<t 

^ a^i ^so auch unter $ liegt, so ist aus denselben Grün- 
den auch 

^1 ^ ^2 ^ »^ 

^d ebenso 

^2 < ^8 < 6 

^' 8. f. Wir haben also 

X<Xi<X2<X^ < |. 

tte Reihe der x wächst mithin nach dem g zu. Mit wach- 
sendem n wird also Xn entweder den Werth 5 als Grenze 
'^ben, oder einen anderen Werth A. Wäre letzteres der 
^*J1; also lim a;« = A, so wäre auch lim Xn-^i = A. Da aber 

c — ax^ 



i^n+l 



k — ex, ' 
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und folglich 

/» (HÖR 

lim Xn+i = lim j^zT^ f 

so hätten wir 

. c — aX 

d. h. k wäre ein Argument, für das die Fimction q> dem Ar- 
gumente gleich ist, d. h. A müsste mit | zusammenfallen. 

Nehmen wir zweitens ein x über 5, aber unter 1, so 
dass 1 > ic > 5 ist. In diesem Fall ist nach 2. x> x^ und 
nach 1. (p{x) > 9(6), d. h. x^ > |. Mithin werden wir jetzt 
haben 

x>x^>x^ > |. 

Hieraus folgt wieder, durch dieselben Schlüsse wie vorhin^ 
dass lim x^ = i sein muss. 

Also, ob das x, mit welchem wir die Reihe iPi, X2**" 
bilden, unter oder über | liegt, immer ist, so lange nur 
— l<x< 1: 

lim Xn = 6, 
wo I die zwischen imd 1 liegende Wurzel dieser Glei- 
chung ist: 

c — (a + k)x + cx^ = 0. 

§. 30. 
Man setze nun in dpr Gleichung 

zur Abkürzung 

^ «,, l(p ^-e)=Ä; 

k — ex ^' a \ c — ax ^/ ' 

man bezeichne femer die Werthe von g und h, welche den 
Argumenten a?i, iCg • • • entsprechen, durch ^r^, 5^2 * ' *? ^i> ^•••' 
dann hat man 



fi^n) — gnf (Xn+l) — Ä„. 



auf einige spedelle Aufgaben aus der ElektriciiätBlehre. 119 

Durch Multiplication der zY^eiten, dritten •••(!•+ 1)**** dieser 
Gleichungen resp. mit g, gg^ {gg^ • • •^«— i), und nach- 
herige Addition erhält man: 

f{^) — (ffffi- '9n-i)f(xn+i) =h+gh^+gg^ h^ H 1- (gg^-^gn-i) K. 

Mit wachsendem n nähert sich das zweite Glied der ersten 
Seite dieser Gleichung der Null. Denn der Factor f(Xn^i) 
wird nicht imendlich, weil sich x^+i dem J^, welches ja 
zwischen und 1 liegt, nähert, und die Function f{x), so 
lange x zwischen — 1 und -j- 1 liegt, sich in eine conver- 
girende Reihe entwickeln lässt. Der andere Factor ^r^^ • • -gn—i 
nähert sich aber, wie leicht zu sehen, der Null, da • 

lim On = ? i 

kleiner als 1 ist; denn es war 



oder 
folglich ist 

also 



c-a| + |(c|-Ä-) = 0, 

c — a^ 



fc-cg = 






k — ci c — a6 * 

Der letzte Ausdruck ist ofiFenbar kleiner als 1 , weil 5 kleiner 
als 1, und c — ag grösser als b ist. Es ist demnach 

f(x) = Ä + ^Äi -f gg^h^ H in inf. 

Diese Reihe ist so gebildet, dass man jedes Glied, vom zwei- 
ten an, aus dem vorhergehenden erhält, wenn mau darin 
Xi statt X sehreibt, und das Resultat mit g multiplicirt. 
Zerlegt man 



nd 


4*11 All P 


P 

a 




b 
a 


C - 


Q 

— ax 


liU 

p 

a 


und 




b 
a 


Q 


c 


1 
— ax ' 



so kann man die Reihe für f{x) aus zwei Bestandtheilen 
zusammensetzen, weil h nur linear vorkommt. Wir bilden 
also die Reihe 

A = h + g\+ gg^ Ä» + * ' ' 
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für den Fall Ä = , und setzen dann erstens « == 1, 

p — q^x ' ^ ' 

q = 0, zweitens J) = c, q = a, woraus wir die zwei Be- 

standtheile unserer Reihe, abgesehen von den constanten 

P b 
Factoren — und 0, erhalten werden. 

Das erste Glied der Reihe A ist also 

1 
p — qx' 

Hierin sollen wir, um das zweite Glied gh^ zu erhalten, 

statt X setzen x^ = 5 , und das Resultat mit g = = 

• ^ k — cx^ ^ k — ex 

multipliciren. Es wird also 

j b 1 1 



k — ex c — ax Pi -~ Qi^ ' 

•^ ^ k — ex 

wo Pi und Qi sich aus den Gleichungen 

bpi =Jcp — cq 
Hl =cp — aq 

' bestimmen. Da das dritte Glied ebenso aus dem zweiten 
entsteht; wie das s^veite aus dem ersten, so können wir 
unmittelbar für das dritte Glied ansetzen 



wo 

hp^ = ÄjPi — cq^ 

H2 = GPi — «Ö'i 
u. s. f. Wir haben demnach 

A=-^^ + — \-— 1 1 -—-\ , 

p—qx ' Pi-qxX ' p^—q^x ' ^ p^^q^x ^ ' 

WO die Grössen i>i,i>2 * ' • *? Ö'i ; & • • • a-^s folgenden Gleichungen 
zu bestimmen sind: 



hp^ = 1cp — cq, bqi = cp — aq 
hpn^i = Jcpn — cqn , bq'n^i = cpn — aq^. 



(1) 



Für die Constanten p und q im ersten Gliede dieser Ent- 
wicklung haben wir, wie schon bemerkt, das eine Mal resp. 
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1 und 0, das andere Mal c und a zu setzen, so dass in 
jedem Fall 

1>>«>0 

ist. Ueber die Constanten pn^ Qn in dem allgemeinen (rliede 
machen wir noch folgende Remerkunirpu. 

1. Es ist immer pn > J«. Wir zeigen zunächst, dass 
jPi > 9i ist. Dies wird dann der Fall sein, wenn 

kp — cq> cp - - aq 

oder 

(* — c)p> ie — a)q 

ist Das ist wirklich der Fall, da p>q und k—-c>c — a 
ist. Da nun Pi > q^ ist, so lilsHt sich eben so zeigen, 
dass auch 

ft > &; Vz > Qi "• »• f- 
ist. Alle Glieder der Entwicklung von A lassen sich daher 
in eine conyergirende, nach Potenzen von x fortschreitende 
Reihe entwickeln. 

2. Es ist immer g„ > 0, wenn n > ist. Denn ist 
irgend ein g, etwa qn = 0, so ist das folgende q, also 
qni-i, schon positiv, da 

bqn+i = cpn — aqn 

und c > a, i)n > J» ist. 

3. Die Grössen pn und g„ lassen sich beide als die 
Summe von zwei allgemeinen Gliedern zweier geometrischen 
Reihen darstellen. 

Wir setzen an 

Pn = Q(0''y qn = (Tß)* 

und sehen zu, ob Ausdrücke von dieser Form den Glei- 
chungen (1) genügen. Es müsste also sein: 

oder 

. 1)Q(0 = k(f — cö 
böCO = CQ - 

Hieraus bestimmt sich die Constante o als Wurzel einer 
quadratischen Gleichung, während von den beiden anderen 



a <,. 1 (2) 
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Constanten q und ö nur das Verhältniss zu einander be- 
stimmt ist. Aus (2) folgt nämlich 

ca = Q(k — bcoi) 
CQ = ö{a + bd}), 

woraus wir weiter schliesseU; dass 

ü k — bm c ^ei\ 

Q c a -{- boD ^ ^ 

und folglich 

c^ = (k — h(o) (a + hco) 
oder 

62c2 + b(a — k)a) + (^ — ak = 0, 

oder, wegen c^ — afc = 6^, 

6o* + (a — Ä)ß) + 6 = 

sein muss. Diese Gleichung hat eine positive reelle Würze/, 
die zwischen und 1 liegt, imd. da die Gleichung reciprok 

ist, so muss, wenn die eine ca ist, die andere — sein. Aus 

(3) ist ersichtlich, dass das Verhältniss — mit dem co völlig 

bestimmt ist. Also es bleibt bloss q willkürlich. Eine par- 
ticuläre Auflösung der Gleichimgen (1) wäre also diese: 

k — bm „ 

und eine andere diese: 

Die Summe dieser beiden particulären Auflösungen, nämlich 

Pn = QCD^ -j- q' (O""^ 

Je — bm « 1 / c __, 
Qn=Q -—CO'^+Q «ö ", 

muss also auch den Gleichungen (1) genügen. In dieser 
Auflösung ist aber alles bestimmt: denn für n = hat man 

Po = Q + Q 

Je- — 

k — bm . r m 

% = 9 — :. 1- 9 — 1. — • 



Durch diese beiden Gleichungen sind auch q und q in beiden 
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Fällen bestimmt; denn 2^0 und Qo sind ja gegeben. In dem 

einen Fall ist Pq= 1 , g'^ == 0, in dem anderen ^^^ = ^7 Ö'o = ^t. 

Für f(x) ergiebt sich nunmehr folgender Ausdruck: 

f(x) = ^ V i— - ^ V- -i- - m 



WO 



— n 

b 







l>o= 1; 5o = 

k 

k — &«> - I ' fl» 
(?» = P — ^ ö" + P c ®~ 

/.« l»a 

* = ^ — - 

a 

ha* + {a-h)a + h = 

CO / ow — k 



Q = 



Po = ^; (?o' = « 

Ö'« = 9i — j- «" + Pi — 3-- o»"* 

c (ä — a ) ., 1. I \ 

. \ 00 / , c(Oö) — » + öl) 

Die beiden Reihen 

OD OD 

V — '- — . V 







sind convergent, wie leicht zu sehen. 

Die Formel für F{y) erhält man offenbar aus der für 
fi^x) durch Vertauschung von P mit Q^ und a mit 6. Dem- 
nach ist 



00 -^00 



'm-%y.^^T-.-^-^y. 





wo 
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^0 =1> ^0 = . 

Tn = <J(0^ + 6' (Ol 



— n 

a 



h 






kt — am, . , , 
«» = « c o»? + « c 

«1 J— 

awj + (6 — Ä,)«, + a = 

Z' r' ~ ^~a>;/ ^, _c( om,— t, 4 -6) ««) 

Es ist noch nachzusehen , wie sich die Constanten P 
und Q bestimmen. Es war 

/•(-)- 2 2^ ^^ (^) 

und 

Ä; = 27 «mPm (cOSd). 

Wenn es sich um eine Eugeloberfläche handelt^ und die 

Dichtigkeit auf derselben nach Eugelfunctionen entwickelt 

ist, so ist das erste Glied a^ (§. 24.) gleich dem Quotienten 

Elektricitätsmenge 
Kugeloberfläche 

Bezeichnen wir also die der Kugel Ä mitgetheilte Elektrici- 
tätsmenge durch A, so ist 



«r 



4wa» • 
Andererseits ist aber [wegen (6)] 

«0 = m. 

Hieraus folgt 

af{0) = -j^ 

aus (4) folgt aber 
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mithin ist 



Ana ^^p^ ^ ^^p^ 

Auf dieselbe Weise, oder auch unmitielhar durch eine Ver> 
tauschnng der Buchstaben, findet man: 

wenn man mit B die der Kugel B mitgetheilte Elektrici- 
tätsmenge bezeichnet. Aus den beiden letzten Gleichungen 
erhält man schliesslich: 

^- X ^- ■\- B £ -. 



4*(£ - 2: - - ab £ ^. £ -\) 



\ Pn ^n Pn ^ n) 



Also die Constanten P und Q bestimmen sich aus den 
ElektricitatsmengeU; welche den Kugeln ursprünglich mit- 
getheilt sind. 

§. 31. 
Wir müssen jetzt, um die Grossen a zu bestimmen, /"(rr) 
nach Potenzen von x entwickeln. Es ist 






masO 

Also der eine Bestandtheil von dem Coefficienten der Po- 
tenz af^ in der Entwicklung der Function f{x) oder von 

"" ist 

00 ^m 



2m + l 



P ^ 



nsaO 



der zweite ist 



_£^V 






n=0 
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Miihin ist Pm (cos d*) Om = 



*• «bO ^^ 



Dies ist das allgemeine Glied der Entwicklung der Dichtig- 
keit h auf der Kugel A] folglich ist 



00 / ^ m 00 



\ n=*0Pn ' n=0 Pn J 



fm=0 



Wir können die auf n und m bezüglichen Summationen um- 
kehren ^ wodurch wir erhalten: 

* = 2 ( ? ^ 2 (2 »» + 1) P^ (cos ^) (^j 



00 



OD . mX 



Die beiden auf m bezüglichen Summen lassen sich in ge- 
schlossener Form angeben; wir fanden früher (§. 25.): 

OD 

'(2w-f l)P^(coS'Ö')a' 

mssQ 



^(2m + 1) P„ (cos*) a» = ; /""'.,. , 



WO a < 1 ist Folglich ist 



'^ (2m + 1) P„ (cos*) (1=)"" = ■^" ^"*" 



^ 



Demnach erhält man schliesslich: 



2 _2 '2 '2 



Also unsere Dichtigkeit ist durch zwei unendliche Reihen 
ausgedrückt; in denen der Nenner des allgemeinen Gliedes 
die (f)*® Potenz von einem Trinom ist, die p und q aber 
die Summe von zwei allgemeinen Gliedern geometrischer 
Reihen sind.^') 

Die auf der Kugel B stattfindende Dichtigkeit l findet 
man hieraus durch blosse Vertauschung von P mit Q, imd 
von a mit 6. Diese Vertauschung involvirt natürlich eine 
Vertauschung der p und q mit den entsprechenden r und s. 



Sechster Abschnitt. 

Allgemeine Probleme und Sätze in Bezog auf eine mit Masse 

belegte Fl&che. 

§. 32. 

Das Ziel der folgenden Untersuchungen ist, zu beweisen, 
dass immer eine solche Belegung der Oberfläche eines ge- 
schlossenen Raumes, oder der Oberflächen mehrerer ge- 
schlossener Räume ^ mit Masse möglich ist, dass das Po- 
tential in jedem Punkt der Oberflächen einen vorgeschriebenen 
Werth annimmt. Die Möglichkeit einer derartigen Belegung 
beruht auf folgendem Satz: 

Es giebt immer eine und nur eine Function m von rr, y, z 
f&r einen beliebigen begrenzten Raum^ die selbst und deren 
Differentialquotienten erster Ordnung stetig sind; die inner- 
halb jenes ganzen Raumes die Gleichung 

• 

erfüllt, und sich in jedem Punkt der Oberfläche auf einen 
gegebenen Werth reducirt,*®) 

Die Aufgabe, jene Function u zu finden, lässt sich nicht 
losen: es kann nur von einem Existenznachweis derselben die 
Rede sein. Letzterer hat keine Schwierigkeit 

Es giebt offenbar für jeden begrenzten zusammenhängen- 
den Raum T unendlich viele mit rr, y, e stetige und auch 
in ihren Differentialquotienten erster Ordnung stetige Functionen 
ti, die sich auf der Oberfläche desselben auf einen gegebenen 
Werth reduciren. Unter diesen Functionen wird wenigstens 
eine sein, die das folgende, über den Raum T zu erstreckende 
Integral 
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auf ein Minimum reducirt; denn es liegt auf der Hand, dass 
dies Integral ein Minimum hat, da es nicht negativ werden 
kann. Nun lässt sich Folgendes zeigen: 

1. Eine jede jener Functionen w, welche U zu einem 
Minimum macht, genügt überall in dem Raum T der Diffe- 
rentialgleichung: 

5ä^ "^ 5p "T" 57* "^ ^' ^^^ 

Damit wäre schon nachgewiesen, dass es immer eine Function 
u von der verlangten Beschaffenheit giebt, nämlich eben 
jene Function, für welche TJ ein Minimum wird. 

2. Jede der Fimctionen w, welche etwa der Differential- 
gleichung (1) innerhalb des Raumes T genügen sollte, macht 
das Tutegral U zu einem Minimum. 

3. Das Integral U kann nur Ein Minimum haben. 
Aus 2. und 3. würde folgen, dass es nur eine Function 

u von der verlangten Beschaffenheit giebt. 

Eine jener Functionen w, für welche U einen Minimum- 
werth hat, sei v. Jedes andere u wird sich in die Form 

bringen lassen, wo h eine beliebige Constante ist, und w 
irgend eine Function bezeichnet, die auf der Oberfläche des 
Raumes T überall ist imd im Innern selbst und in ihren 
ersten Differentialquotienten überall stetig ist. Bezeiclinen 
wir den Minimumwerth des Integrals, welcher stattfindet, 
wenn man u gleich v setzt, durch F, und den Werth, wel- 
chen es für irgend ein anderes w = t; + '*^ annimmt, durch 
?7, so haben wir, wegen 

du ^^ i_ I, ^^ 

dx 5a; ' dx 

du ^^ _j_ z, ^^ 

dy dy "• dy 

du dv i^ -1 dw 

dz dz * dz 

folgende Gleichung 

oder 

U-V=-2hM + h^N (2) 



wo 
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J \(la>dx*' dy dy "^ dz dz J 

" - fiiW + Q' + (W) ■'^- 

Da V ein Minimumwerth ist, so kann die zweite Seite der 
Gleichung (2) nicht negativ sein. Daraus folgt, dass M 
nothwendig gleich Null sein muss; denn sonst könnte man 
das Zeichen von h so bestimmen, dass 2hM negativ würde, 
und den absoluten Werth von h so bestimmen, dasEf h^N 
kleiner würde als 2hM. Nun ist aber nach §. 7., wenn 
man bedenkt, dass die Function w an der Oberfläche überall 
den Werth Null hat, 

d^ V d^ V d^ V 

Damit dies Null werde, muss der Complex ^j + ^-j -f" y^ 

in dem Raum T überall gleich Null sein. Denn wäre er 
nicht gleich Null, so könnte man w^ welches ja im Innern 
eine beliebige Function ist, so annehmen, dass es überall 
mit jenem Complex dasselbe Zeichen hätte; dann würde man 
ein Integral haben, das aus lauter Elementen gleichen Vor- 
zeichens besteht, das also nicht Null sein könnte. Es könnte 
freilich in isolirten Punkten, Linien oder Flächen das Trinom 
nicht Null sein, denn dann würde das Integral doch Null 
sein. Allein es lässt sich leicht zeigen, dass ein solcher 
Ausdruck in einem zusammenhängenden ßaum in Folge der 
Stetigkeit nicht bloss in Punkten, Linien oder Flächen von 
Null verschieden sein kann. Hiermit ist die Behauptung 1. 
bewiesen. 

Dass ferner, wie in 2. behauptet wird, jedes U, welches 
einem u entspricht, das der Gleichung (1) im ganzen Raum 
T genügt, ein Minimum ist, leuchtet auf der Stelle ein. 

Es bleibt noch zu beweisen, dass das Integral nur Ein 
Minimum hat. Existirte also ausser der Function t; noch 
eine andere v -{- w, welche dasselbe zu einem Minimum 
macht, dann würde der Werth V, den es für v + ^ an- 
nimmt, nicht grösser sein als J7, d. i. der Werth, den es 

Dirichlet, Potentialtheorie, 9 
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für V + hw annimmt, wenn h unendlich wenig von 1 ver- 
schieden ist. Es ist aber nach (2) ^ da M=0 ist, 

folglich wenn wir hierin A = 1 setzen , 

80 dass F+^^ F+Ä*^ s^in müsste, oder 

Für ein h, welches grosser als 1 ist, kann dieser Bedingung 

nur dadurch genügt werden, dass N = gesetzt wird. Daraus 

folgt aber, dass innerhalb des Raumes T überall 

dw ^ dw ^ dw __ ^ 

dx ' dy 'dz ' 

d. h. w; = Gonst. ist. Da t<; an der Oberfläche den Wertt 
Null hat, so kann diese Constante nur Null sein. 

Des kürzeren Ausdruckes wegen setzen wir Folgendes fest: 

Ueberall, wo in der Folge von einem für einen be- 
stimmten, endlichen oder unendlichen, Raum T gegebenen 
oder zu bestimmenden u die Rede ist, soll darunrter eine 
Function verstanden werden, welche überall innerhalb jenes 
Raumes T folgenden Bedingungen genügt: ^ 

^x du du du . -. . .. 

■ 2) |l^ + ^ + ^ = 0. 

^ dx^ ' dy* * dz^ 

§. 33. 

Es lassen sich immer die Oberflächen beliebig vieler 
begrenzter Räume so mit Masse belegen, dass das Poten- 
tial der Masse an jeder Stelle einer jeden Oberfläche einen 
vorgeschriebenen Werth hat; es ist aber auch nur eine solche 
Belegung möglich. 

Hätte man etwa drei Flächen, also vier Räume, U^, f/g, U^, TJ^ 
von denen einer, t/4, unendlich ist (Fig. 19), und sind die 
Werthe, welche das Potential auf den Oberflächen der Räume 
f^i> C^2>*^3 annehmen soll, resp. v^, v^, Vg, dann bestimme 
man zunächst für die drei endlichen Räume U^, U^, ü^ die- 
jenigen Functionen w, welche sich auf den Oberflächen jener 
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Fig. 19. 



drei Baume auf V|, v^, v^ resp. reduciren: diese Bestimmung 
ist immer möglich und zwar nur auf eine Weise (§. 32.). 
Wir wollen jene drei Functionen durch Uj, u^, tc, resp. be- 
zeichnen. Darauf bestimme man für den unendlichen Kaum 
U^ eine Function u, welche sich an den Überflächen der 
Baume üi, U^f U^ auf v^, v^, v^ reducirt, und im Unend- 
lichen yerschwindei Wir werden nachträglich zeigen, dass 
immer eine und nur eine solche Function u für den unend- 
lichen Baum existirt, und 
dass dieselbe den weiteren 
Bedingungen genfigt, dass 

QU und p* 3- nicht über 

eine bestimmte Grenze \ / ^ 

Umaus wachsen. Wir wol- 
len diese Function mit u^ 
bezeichnen. Die Dichtig- 
keit i der über die drei 
Flachen zu vertheilenden 
Masse richten wir so ein, dass dieselbe fiir die Oberflächen 
der drei Baume U^, U^, U^ reigp. folgenden Gleichungen 
genügt: 






\(lp ^«-ft \dp /a—f 



i 



/duA 



IduA 

\dp /a—f 

\dp /u-9 



= - 4nk 



— 4nlc, 



Dann werden die drei Flächen so mit Masse belegt sein, wie 
es verlangt wurde, dass nämlich das Potential der Belegung 
auf der ersten, zweiten, dritten Fläche sich auf Vj, v^, v^ 
resp. reducirt. Denn bezeichnen wir mit v diejenige für den 
ganzen unendlichen Baum (mit Einschluss der Bäume UiyU^y U^) 
gegebene Function, welche in den einzelnen Bäumen ZJj, Dg, Uj, U^ 
die Werthe %, i^, %, u^^ hat, so besitzt dieselbe offenbar 
die vier charakteristischen Eigenschaften des Potentials jener 
Belegung (§. 15.): 

1) DijB Function v ist im ganzen unendlichen Baum stetig. 

9* 
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m 

Es sind nämlicli erstens u^,*u^, u^, U4 in den einzelnen 
Räumen stetig; da femer u^ und u^ beide auf der Oberflache 
des Raumes Ui denselben Werth v^ annehmen, so ändert 
sieh V auch stetig beim Uebergang vom Raum {74 in den 
Raum Ui u. s. w. 

2) Ausserhalb der Flächen sind alle Derivirten von v 
stetig und 

Denn dies gilt von den einzelnen Functionen ti^, tij; t^y ti| 
innerhalb der einzelnen Räume. 

3) Es ist in jedem Punkt der mit Masse belegten Flächen 



(§£) _ (^) = _ 4„jc. 

\dp/a-\-t \dp/a—t 



Denn die Dichtigkeit Je ist überall dieser Gleichung ge- 
mäss bestimmt. 

4) VQ^ 9^ 'd~ ^^^^ immer endliche Werthe: weil nämlicli j 

**4p; 9^ T^ immer endliche Werthe sind, wie ja nachträglick 

gezeigt Verden soll. 

Mithin ist v nach §. 15. das Potential jener Belegung. 
Die Function v nimmt aber andrerseüs auf den Oberflächen 
der einzelnen Räume die vorgeschriebenen Werthe v^yV^yV^vsi 

Man sieht zugleich, dass die Aufgabe nur eine Losung 
hat (wenn nämlich nachgewiesen ist, dass u^ sich nur auf 
eine Weise den Bedingungen gemäss bestimmen lässt). 

Zur Erläuterung diene folgendes Beispiel. Die zu be- 
legende Fläche sei eine Eugelfläche mit dem Radius 1^ 
und der vorgeschriebene Potentialwerth sei ax, wo a eine 
Constante bedeutet, über die wir noch näher verfügen 
werden. Die für den inneren Raum stattfindende Function 
u hat offenbar den Werth ax\ denn ax ist ^in w, und redu- 
cirt sich an der Oberfläche auf den vorgeschriebenen WerÜh, 
der ja ax selbst ist. Für den unendlichen Raum genügt 

die Function —5, wenn wir die Constante a = ^1 setzen: 
denn an der Oberfläche nimmt -« den Werth »ä an. Da nun 
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•«j=pi, und Wj "■ -i" zwei Ausdrücke sind, die resp. im 

. inneren und äusseren Raum genügen, so kann man aus tlen- 
I selben die gesuchte Belegung unmittelbar ableiten, deren 

Potential an der Oberfläche den vorgeschriebenen Werth ^ 

umimmt. Da für die Kugelfläche die Normale p mit dem 
radius vedcr q zusammenfällt, so wird 

-4«i=g?) -m =m -(fi) . 

\dff/R-\-9 \dQ/R—9 \dQ /^R \d(f /qb^R* 

woraus man 

findet 

§. -34. 

Jetzt kommen wir zu dem Nachweis, dass die Function 
« für einen imendlichen Kaum völlig bestimmt ist. Zu- 
siehst haben wir zwei allgemeine Principien auszusprechen. 

1. Hat man einen endlichen von zwei geschlossenen 
Flächen schalenförmig begrenzten Raum, für welchen man 
das H sucht, welches an der einen Fläche den Werth U^, 
an der anderen den Werth £7^* annimmt, so kann man das 
Problem nach dem Princip der Superposition in zwei ein- 
fiuiere Probleme verwandeln. Wir setzen nämlich 

u, = t// + f/;' 
u, = £/; + ü," 

mid suchen nun das n, welches auf der ersten Fläche den 
Werth Ui, auf der zweiten den Werth U2 hat, und auch 
das u, welches auf der ersten Fläche den Werth üi", auf 
der zweiten den Werth f/^" hat: addiren wir dann diese 
zwei u, so ist die Summe ofi*enbar das gesuchte u. 

2. Irgend eine Function u hat innerhalb eines zusammen- 
hängenden Raumes T nur Werthe, welche zwischen den ex- 
tremen an der Überfläche stattfindenden Werthen liegen. 

Der Beweis dieses Princips beruht auf folgendem Satz: 
Wenn eine Function u in allen Punkten der Grenz- 
fläche eines geschlossenen Raumes denselben Werth 
c hat, so gilt derselbe Werth c auch für sämmtliche 
Punkte des Raumes selbst. 
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Eine jede Constante ist nämlich auch ein u (anter u immer 
eine Function verstanden^ wie sie am Schluss des §. 32. de- 
finirt ist). ' Wenn wir also für einen Baum ein u suchen, 
welches an der Oberfläche des Raumes den constanten Werth 
c annimmt, so ist c selbst offenbar ein solches u. Ein u 
existirt aber immer nur für jeden Raum, welches an der 
Oberfläche den vorgeschriebenen Werth annimmt (§. 32.), 
folglich kann das gesuchte u nur den Werth c haben. 

Beiläufig sei hier noch Folgendes bemerkt. Da das Po- 
tential von Massen, die ganz ausserhalb eines von einer ge- 
schlossenen Fläche begrenzten Raumes liegen, auch ein u 
ist, so hat man folgenden Satz, von dem wir später Ge- 
brauch zu machen haben: 

Wenn das Potential von Massen, die ganz ausserhalb 
eines zusammenhängenden endlichen Raumes liegen, 
überall auf der Oberfläche desselben constant ist, so 
hat es auch überall im Innern denselben constanten 
Werth. 

Das unter 2. ausgesprochene Princip lässt sich nun 
leicht beweisen. Das Maximum des u auf der Oberfläche 
des Raumes T sei Ä, Nehmen wir an, * es habe das u in 
irgend einem Punkt innerhalb des Raumes T einen Werth 
C, so dass A <^C ist. Es sei femer B eine zwischen A 
und C fallende Grösse. Lässt man von nach allen Rich- 
tungen hin gerade Linien ausgehen (Fig. 20.), so wird es 

auf jeder derselben einen Punkt 
geben, in welchem m = JB wird. 
Dies folgt unmittelbar aus der Ste- 
tigkeit des u. Sämmtliche Punkte 
O bilden dann eine geschlossene 
Fläche. Da nun überall auf def 
selben u = B ist, so muss u nach 
dem eben bewiesenen Satz auch 
überall in dem von derselben ein- 
geschlossenen Raum denselben Werth 
B haben, während doch in^ der grössere Werth G statt- 
findet Die Voraussetzung führt also auf einen Widerspruch. 
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Ebenso zeigt maD; dass das u in keinem Punkt des Raumes 
T einen Werth haben kann^ der kleiner ist als das Mini- 
mum des u auf der Oberfläche. 

. §. 35. 

Mittelst dieser einfachen Principien' ist es leicht nach- 
zuweisen,, dass das u völlig bestimmt ist, welches für einen 
unendlichen Baum stattfindet. 

Die mit Masse zu belegenden geschlossenen Flächen 
seien Sj, Äf***, und die Werthe, welche das Potential auf 
denselben annehmen soll, Ui, t/g ' ' * i^^^n- 21.)« Man be- 
schreibe eine Hilfskugel von einem beliebigen Punkt, mit 
einem beliebigen Radius a, aber so dass sie sämmtliche von 

Fig. 21. 




den Flächen S^, S^» - - begrenzten Räume in sich enthält. 
Man beschreibe von demselben Punkte aus eine zweite Kugel 
mit einem beliebigen Radius 22. Ein u innerhalb des von 
letzterer begrenzten Raumes (mit Ausschluss der von fi^i , ä^ • • • 
begrenzten Räume) ist völlig " bestimmt, wenn es an den 
Flächen Si, /S2 * * ^^® Werthe Ui, U^- * -, und an der Ü-Kugel- 
oberfläche den Werth Null annehmen soll (§. 32.). Die Be- 
hauptung ist nun diese: Lässt man 12 wachsen, so wird sich 

u an jeder Stelle einem vollständig bestimmten Werth 

du 



nähern, und die weiteren Bedingungen, dass qu und q^ 



d^ 



\ 
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nicht wachsen, erfüllen. Es ist oft schwer zu zeigen, dass 
sich etwas einer Grenze nähert: wir werden nachweisen, 
dass wenn 12 immer mehr wächst, sich u schliesslich nicht 
mehr um etwas beliebig Kleines ändern kann. Ein ähnliches 
Verfahren findet mitunter auch bei Reihen Anwendung, deren 
Convergenz nachzuweisen ist. 

Der kleinste Werth von R soll wenigstens 2 a sein. Sei 
nun u an irgend einer Stelle innerhalb der 22- Kugel für 
ein bestimmtes R bestimmt: was wird das u an dieser Stelle 
für eine Aenderung erleiden, wenn R grösser wird, wenn R 
gleich R wird? Ist die iT-Kugelfläche die Begrenzungs- 
fläche, auf welcher u den Werth Null annehmen soll, so 
hat u auf der 22-Kugelfläche einen bestimmten Werth, den 
wir A nennen wollen. Für die 22-Kugelfläche als Begren- 
zpngsfläche, auf der u den Werth haben soll, werde der 
Werth des u in durch te^ bezeichnet; für die iJ'-Kugel- 
fläche als Begrenzungsfläche, auf welcher u den Werth 
annehmen soll, werde der Werth des ti in demselben Punkt 
durch Uj^ bezeichnet Es würde m^ bestimmt sein durch 
A und die für die Flächen Sj , Äg • • • vorgeschriebenen Werthe 
üi, U2''' Um das w^, zu finden, machen wir Gebrauch 
von dem Princip der Superposition, indem wir Ui, tJg • • • 
in t/j + 0, t/g + • • • , und umgekehrt A in + A zerlegen. 
Den Werth desjenigen u in 0, welches auf den Flächen 
Si , Äg • • • die Werthe a, 6 • • • , und auf der 22-Kugelfläche 
den Werth Je annimmt, wollen wir der Kürze halber durch 
(a, 6, , k) bezeichnen. Dann ist 

Da nun nach dem Princip der Superposition 

(CT,, U,r-;^) = (U^, y2,---,0) + (0,0,...,A) 

und folglich 

ist, so wird* der Zuwachs, den das u in dem Punkte er- 
leidet, wenn der Raum, der ursprünglich durch die JB-Kugel- 
fläche begrenzt war^ durch die iT-Kugelfläche begrenzt wird, 
gleich (0, 0, •••, A) sein. Dieser letzte Werth liegt aber, 
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da der Werth irgend eines u innerhalb eines zusammen- 
hängenden Baumes y nach dem zweiten Princip des §. 34., 
immer zwischen den extremen Werthen des u an der über- 
flache jenes Raumes liegt, zwischen den extremen Werthen 
des Jl. Ist also l der absolut grösste Werth von Jl, so wird 
der Zuwachs ; den u in einem bestimmten Punkt erleidet, 
der innerhalb der i2-Kugelfläche liegt, wenn der Raum erst 
durch die i2-Kugelfläche begrenzt war und dann durch die 
iJ'-Eugelfläche begrenzt wird, zwischen + l und — l liegen, 
also nicht grösser sein als l. Es entsteht also die Frage: 
Wie gross kann dieses l höchstens sein? 

Wir brauchen jetzt jene Hilfskugel mit dem Radius a. 
Soll u auf der jR'-Kugelfläche sein, so wird der absolut 
grosste Werth von u auf der Hilfskugel höchstens A sein, 
wenn A den absolut grössten Werth der Grössen U^, U^' • > 
bezeichnet Denn alle Werthe auf der Hilfskugel liegen 
zwischen + A. Durch den auf der Hilfskugel stattfindenden 
Werth, den wir mit ^i bezeichnen wollen, ist das u bestimmt 
von der Hilfskugelfläche bis zur IT-Kugelfläche. Mit Be- 
nutzung der beiden Principien des vorhergehenden Paragraphen 
zeigt man leicht, dass wenn man auf der einen Grenzfläche 
eines schalenförmigen Raumes die Werthe des u nicht ändert, 
sie auf der anderen Grenzfläche aber überall in demselben 
Sinne ändert, dann auch überall im Innern das u sich in dem- 
selben Sinne ändert.*^) Setzen wir auf der Hilfskugel überall 
A statt fiy so vergrössern ' wir dort die Werthe des w, da- 
durch vergrössem wir also auch alle Werthe im Raum; 
setzen wir zweitens auf der Hilfskugel überall — A statt (ly 
' so verringern wir sie alle. Die zwei u, von denen das eine 
die Werthe A und 0, das andere die Werthe — A und 
auf der Hilfskugel und der Ü'-Kugel resp. annimmt, schliessen 
das wirklich stattfindende u an jeder Stelle ein. Suchen wir 
jene zwei u, so ist klar, dass jedes derselben • eine blosse 
Function vom radius vector q ist; für diesen Fall fanden wir 
(§. 5.) als Integral der Diflferentialgleichung 



den- Ausdruck 



dx^'^ dy^'^ di*~ 
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Die Constanten m und n bestimmen* sich für das erste u 
durch die Bedingungen ^ dass dasselbe die Werthe Ä und 
für (» 3=5 a und q = R resp. annehmen soll; und für das 
zweite u durch die Bedingungen ^ dass dasselbe die Werthe 
— Ä i}nd für dieselben Werthe des'Q annehmen soll. Es 
ist 9,lso 

m -{ = 4- -4 

a — 

m + |, = 0, 

wo auf der zweiten Seite der ersten Gleichung das obere 
Zeichen für das erste u, das untere für das zweite u gili 
Bestimmt man hieraus m und n für jedes der beiden u^ so 
ergiebt sich, dass der an jeder Stelle wirklich stattfindende 
Werth des u zwischen 



± 1 1 \p b:) 



Q 

a K 

liegt, oder da ü^ 2a vorausgesetzt ist, mithin w^^^ 

ist, zwischen 

also a fortiori zwischen 

, 2Äa 

Auf der Oberfläche der i2-Kugel ist folglich — ^ obere, und 

^ untere Grenze; 2 -4a ist eine Constante: wenn also 

R gross genug ist, so ist der absolut grösste Werth, den 
A noch erreichen kann, beliebig klein. 

Also in der That nahem wir uns an jeder Stelle einem 
festen Werth, wenn R in infinitum wächst. Polglich existirt 
ein M, das im Unendlichen gleich Null ist, und an jeder 
Stelle der Oberflächen S^, ^2 * ' ' einen vorgeschriebenen 
Werth hat. 
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Es giebt aber auch nur ein te, welches im Unendlichen 
verschwindet, wahrend es an den Oberflächen Sj , S, • • • die 
voi^eschriebenen Werthe l/i, l/j • • • annimmt. Gäbe es näm- 
lich zwei, u und u, so müsste doch zwischen diesen ein 
Unterschied sein: u — u würde also an einer bestimmten 
Stelle den Werth d haben. Weil jedes der beiden u im 
Unendlichen verschwindet, lässt sich eine Kugeloberfläche 
von einem so grossen Radius construiren, dass überall auf 
derselben jedes u beliebig klein, und mithin auch der grösste 
Unterschied beider beliebig klein, etwa kleiner als d ist. 
Nun sind beide u doch so beschaffen, dass sie auf den 
Flächen S^, 5^ • • • dieselben Werthe haben; die Differenz 
u — u genügt also der Bedingung, überall an den Flächen 
^i; ^8*'* gleich Null zu sein: mithin müsste nach dem 
zweiten Princip u — u überall innerhalb jener Kugel kleiner 
als 8 sein, was der Annahme widerstreitet. 

Es ist nun noch nachzuweisen, dass die Werthe qu und 

p^ -j- mit wachsendem p sich einer bestimmten endlichen 

Grenze nähern. Das u hat also an jeder Stelle einen be- 
stimmten Werth: ayf der Hilfskugel mit dem Radius a den 
Werth ^i, im Unendlichen Null. Entwickelt man ^i nach 
Kugelfunctionen: ft = 2^ Y«, so ist * 

" = 2 ^- (fr • (^) 

Denn dieser Ausdruck ist erstens überhaupt ein u, weil er 
stetig ist und der durch Transformation der rechtwinkligen 
Coordinateu in Polarcoordinaten aus der Gleichung 

^4-^4-^ — 
entstehenden Gleichung 

genügt (§. 18.); zweitens nimmt er auf der Hilfskugel den 
Werth (i, im Unendlichen den Werth Null an. Aus (1) folgt: 
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Dass dieser Ausdruck mit wachsendem q nicht wächst^ liegt 
auf der Hand. Ebenso» nähert sich 

'* ^ — »2 (» + ■) (f )■ ^- 

mit wachsendem p einer festen Grenze. 

Es giebt also in der That immer eine und nur eine Be- 
legung der Oberflächen beliebig vieler begrenzter Bäume mit 
Masse; bei welcher das Potential der über sämmtliche Ober- 
flächen vertheilten Masse an jeder Stelle einer jeden Ober- 
fläche einen vorgeschriebenen Werth hat. 

Dieser Satz ist zuerst von Garns aufgestellt^) 

§. 36. ^ 

Die erste interessante Folgerung aus dem vorhergehenden 
Satze ist diese: 

Hat man eine geschlossene Fläche S und beliebige 
Massen entweder bloss im Innern oder bloss im Aeussem, 
so kann man statt dieser Massen eine unendlich dünne 
Schicht auf jener Fläche substituiren, welche, im ersten 
Falle, in allen Punkten des äusseren Raumes, im zweiten 
Falle, in allen Punkten des inneren Baumes ebenso wirkt; wie 
jene Massen. 

I. Das Potential irgend einer bloss im Innern der Fläche 
S befindlichen Masse M sei v, das Potential irgend einer 
auf der Fläche S befindlichen Schicht v. Soll nun die 
Wirkung der Schicht dieselbe sein wie die der Masse Jf, so 
dürfen die Potentialwerthe v und v nur um eine Constante 
verschieden sein: v = i;' -|- Const. ' Für den Fall, dass die 
Wirkungen der Masse M und der Schicht in allen Punkten 
des äusseren Baumes gleich sein sollen, muss die Constante 
gleich Null sein; denn jedes Potential hat im Unendlichen 
den Werth Null. Umgekehrt, ist v = v, so sind auch die 
Wirkungen der Schicht und der Masse M dieselben. Hat 
nun das gegebene Potential von M auf der Fläche S den 
Werth V, so bilden wir auf letzterer die Schicht, deren 
Potential auf der Fläche den Werth V hat (eine solche 
Schicht existirt immer, aber auch nur eine); dann ist aber 
auch das Potential dieser Schicht, v, überall im Aeussem 
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gleich V. Denn es giebt nach dem vorhcrg<*hen(l(*n Paragraphen 
nur ein tc, welches auf einer geschlossenen Flache einen vor- 
geschriebenen Werth V annimmt, und überall im Tnend- 
lichen yerschwindet; es ist aber sowohl r als auch v ein 
solches «• 

Es ergiebt sich leicht, dass die Masse der gebildeten 
Schicht gleich der Masse HI sein muss. Denn es ist nach 
§• 5. lim QV <v My und, wenn wir die Masse der Schicht mit 
M' bezeichnen, lim qv = M'] da nun t; = v ist, so muss 
auch M^^If sein. 

Wir haben also d^n Satz: 

Hat man eine beliebig innerhalb eines geschlossenen 
Baumes yertheilte Masse 3f, so liis»t sich, unbescha^let der 
Wirkung nach aussen, dieselbe Masse über ^e Oberfläche 
des Raumes, und zwar nur auf eine einzige Art vertheilen; 
und umgekehrt, jeder auf der überflilche befindlichen Schicht, 
welche dieselbe Wirkung nach aussen ausübt, wie die Masse 
Jlf, kommt eine Masse zu, welche gleich M ist. 

IL Das Potential irgend einer bloss ausserhalb der ge- 
schlossenen Fläche S befindlichen Masse sei r, das einer auf 
der Fläche befindlichen Schicht v\ Soll nun die Wirkung 
dieser Schicht über^l im Innern des von S begrenzten 
Raumes gleich der Wirkung jener Masse sein, so muss 
wieder t?' = t? + a sein, wo a eine beliebige Constante be- 
deutet; aber hier ist kein genügender Grund a = zu setzen. 
Die Gleichung v =v -^ a muss auch an der Oberfläche 
stattfinden, oder es muss V' = V -{- a sein. Umgekehrt: 
wenn F' = F+ « ist, so findet auch die Gleichung t;' = t;+« 
statt. Denn sowohl v als auch v ist ein u, mithin ist auch 
die Differenz v — v ein u. Wenn also V — V= a ist, so 
ist V — V ein m, dessen Werth an der Oberfläche von S 
constant ist: mithin ist auch v — v überall im Innern con- 
stant, nach dem Satz (§. 34.): 

Ein M, welches an der Oberfläche eines zusammen- 
hängenden Raumes einen constanten Werth hat, muss auch 
überall im Innern denselben constanten Werth haben. 

Hieraus folgt, dass die Schicht, deren Potential auf der 
Fläche S überall den gegebenen Werth F+ a hat (und eine 
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solche Schicht existirt immer , aber auch nur eine), überalf 
im Innern von S dieselbe Wirkung ausübt, wie jene inner- 
halb des von der Fläche S begrenzten Raumes befindliche 
Masse. 

Um diese Schicht zu bilden, bilden wir erst die Schicht 
^, welche an der Oberfläche das Potential V hat, und dann 
eine zweite Schicht JS, deren Potential an der Oberfläche 
überall a ist: addiren wir diese zwei Schichten, so haben 
wir offenbar diejenige Schicht, deren Potential an der Ober- 
fläche V -{- a ist. Hieraus ergiebt sich, dass die Masse der 
statt der gegebenen Masse zu subdtituirenden Schicht in 
diesem Fall nicht, wie im ersten Fall, gleich der gegebenen 
Masse zu sein braucht, sondern dass sie jeden verlangten 
Werth annelynen kann. Es sei nämlich die völlig bestimmte 
Masse der Schicht Ä gleich M, Um die Schicht B zu 
bilden, suche man vorläufig die Schicht, deren Potential auf 
der Oberfläche überall 1 ist, und nenne deren gleichfalls 
völlig bestimmte Masse JV; multiplicirt man die Dichtigkeit 
der letzten Schicht überall mit a, so bekommt man die 
Schicht JB, deren Masse folglich aN sein wird. Demnach 
wäre M'\-aN die Masse der Schicht, deren Potential an 
der Oberfläche V '\- a ist. Indem #ir aber über a will- 
kürlich verfügen können, lässt sich dieser Masse Jf-f-ajV 
jeder beliebige Werth ertheilen, wenn nicht etwa die Masse 
N gleich Null ist. Kann also N =Q sein? 

Bezeichnen wir den Potentialwerth der Schicht, deren 
Masse wir N nannten, mit w, so ist u an der Oberfläche 1, 
im Unendlichen Null: folglich liegen alle Werthe des u im 
äussern Raum zwischen und 1 incl.; im Innern hat u 
überall den Werth 1. Hieraus, folgt, dass die Dichtigkeit 
der Schicht nicht an verschiedenen Stellen verschiedene Zei- 
chen haben kann, sondern positiv ist (stellenweise kann sie 
auch sein). Denn die Dichtigkeit wird ja bestimmt durch 
die Gleichung: 

(-7^) ist aber Null, da u von der Oberfläche aus ins 

\dp/a^t ' 
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Innere hinein seinen Werth nicht ändert; (-.— ) ist negativ 

oder Null, da u im äusseren Knum von der Oberfläche aus 
zunächst nicht zunehmen kann. Also an jeder Stelle ist k 
entweder positiv oder Null; 1c kann aber auch nicht überall 
Null sein, denn in diesem Fall würden wir gar keine Schicht 
mehr haben, das Potential könnte also auch an der Ober- 
fläche nicht 1, sondern nur sein. Also die Gesammtmasse 
N kann nicht Null sein: sie ist wesentlich positiv. 
Wir können nunmehr folgenden Satz aufstellen: 
Hat man irgend eine ganz ausserhalb einer geschlosse- 
nen Fläche liegende Masse, so lässt sich aus jeder gegebe- 
nen Masse auf dieser Fläche eine unendlich dünne Schicht 
bilden, und zwar allemal nur auf eine einzige Art, welche 
überall im Innern dieselbe Wirkung wie jene Masse ausübt 

§. 37. 

Wir wollen jetzt untersuchen, ob bei einem beliebigen 
System elektrischer Leiter, welche, abgesehen von dem Ein- 
flnss den sie gegenseitig auf einander ausüben, noch dem 
Einfluss beliebig vieler gegebener elektrischer Nichtleiter 
ausgesetzt sind, immer elektrisches Gleichgewicht möglich 
ist Der Einfachheit wegen nehmen wir eine bestimmte An- 
zahl von elektrischen Leitern an, etwa drei, indem die fol- 
gende Untersuchung sich in gleicher Weise auf eine beliebige 
Anzahl von elektrischen Leitern ausdehnen lässt. 

Jeder der drei Leiter besitzt eine bestimmte Elektricitäts- 
masse. Das gegebene System der Nichtleiter hat überall ein 
gegebenes Potential; letzteres habe Fig. 22. 

auf den Oberflächen der Leiter die V 
Werthe Fl, F„ F3 (Fig. 22.). Soll 



/ 





elektrisches Gleichgewicht möglich [ \ 

sein, so werden sich an den drei \ / 
Oberflächen solche Schichten bilden 
müssen, dass das Gesammtpotential — herrührend von den 
Schichten und von den Nichtleitern — überall im Innern 
eines jeden Leiters eine Constante ist Es genügt aber, 
dass dasselbe an der Oberfläche eines jeden Leiters constant 
ist; denn wenn das Potential an der Oberfläche eines zu- 
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sammenhängenden Raumes, in dem sich keine Masse be- 
findet, constant ist, so ist es eo ipso im Innern constant 
(§. 34.). Bezeichnen wir die Werthe des Potentials von allen 
sich bildenden Schichten, welche an der Oberflache der drei 
Leiter stattfinden, mit U^, U^y U^, so sind die Potential- 
werthe, die überhaupt daselbst stattfinden, die Summen Fj -f- Uj, 
Fg + C^2? '^s "I" ^3' Jß^iö dieser Summen muss also gleich einer 
Gonstanten sein: 

V,+ U,=a,, r,+ U, = a,, F3 + Ü3 =^ «3. 

Demnach sind die Oberflächen so mit Schichten zu belegen, 
dass die Potential werthe aller dieser Schichten an den Ober- 
flächen die Werthe 

^1 = «1 — ^1; f^2 = «2 — ^27 f^3 = «3 — ^3 

annehmen. Fj, Fg, F3 sind vollständig gegeben; cK|, o^, «3 
sind noch zu bestimmen. Durch Superposition können wir 
die Sache vereinfachen. Wir bestimmen nämlich vorläufig 
drei solche Schichten, deren Gesammtpotential auf der ersten 
Oberfläche — F^, auf der zweiten — Fg und auf der dritten 
— F3 ist. Bildete man dann noch drei neue Schichten so, 
dass ihr Gesammtpotential auf der ersten Oberfläche o^, auf 
der zweiten «g und auf der dritten «3 wäre, so erhielte man 
durch Addition je zweier Schichten des ersten und zweiten 
Systems die drei gesuchten Schichten, deren Gesammtpotentia] 
auf den einzelnen Oberflächen die Werthe a, — Fj , «^ — Fg, 
«3 — F3 hat. Das zweite Problem, jene drei neuen Schichten 
zu bilden, kann man wieder durch Superposition in diese 
drei einfacheren Probleme auflösen: die. drei Systeme von 
Belegungen zu finden, wo auf der 

ersten, zweiten, dritten Oberfläche 

1) das Potential 1, 0, 

2) „ 0, 1, 

3) „ 0, 0, 1 

stattfindet. Das sind drei völlig bestimmte Aufgaben: jeder 
dieser drei Forderungen lässt sich immer genügen, imd zwar 
nur auf eine Weise. Die Massen, die jeder der drei Schichte 
zukommen, seien für den ersten Fall w^, «j, p^] für den 
zweiten. Fall mg, «g, p^] für den dritten Fall iWg, Wj, py 



in Bemg auf eine mit Masse belegte F^he. 145 

Will man dann statt des Potentials 1 im ersten Fall irgend 
ein anderes constantes Potential a haben, so hat man die 
drei Massen m^j iti, p^ nur mit a zu multipliciren; dasselbe 
gilt für den zweiten und dritten Fall. Durch Addition er- 
hält man ^«i -j- ^s^s 4~ ^^h^^ ^^^ völlig bestimmte Masse 
auf der ersten Überfläche, wenn die Potentialwerthe resp. 
ftiyO^ytt^ sein sollen; auf der zweitenOberflächeniai+n^Oj+tijaa, 
und auf der dritten p^a^ +^"2 +i^3"3- 

Die drei Massen, die auf den einzelneu Oberflächen er- 
forderlich sind, um die drei Potentiale — Fj, — Fg, — F3 
zu haben, sind gleichfalls völlig bestimmt; sie seien M, N, P. 
Die Masseh, die auf den einzebien Oberflächen sich befinden, 
wenn dieselben so belegt sind, dass das Gesammtpotential 
auf ihnen die Werthe a^ — F^, «^ — Fj,, «3 — F3 resp. an- 
nimmt, sind dann folgende: 

auf der ersten Oberfläche w,«! -{- m^a^ + ^h^s + ^ 
„ „ zweiten „ Wj a^ + «j, a.^ + Wj «3 + -^ 

„ „ dritten „ p^ a^ + p^a^ + Ps «3 + -P- 

Diese drei Massen müssen aber gleich sein den Massen, die 
den einzelnen Leitern ursprünglich mitgetheilt waren, da 
durch die Decomposition des neutralen Gemisches in den 
einzelnen Leitern immer gleiche Mengen positiver und nega- 
tiver Elektricität auf ihren Oberflächen erzeugt werden. 
Nennen wir daher die den einzelnen Leitern ursprünglich 
mitgetheilten Massen M\ N', P', so haben wir 

Wi «1 + n^ag + W3 «3 + JV = iV^' 

Pi «1 + i>2 «2 + P3 «3 + -P = P'- 
Aus diesen drei Gleichimgen bestimmen sich die drei a; da 
letztere linear in den Gleichungen enthalten sind, so lässt 
sich die Behauptung aufstellen: 

Es giebt immer ein und nur ein elektrisches Gleich- 
gewicht. 

§. 38. 
Befand sich ein elektrischer Nichtleiter im Innern einer 
leitenden elektrischen Hohlkugel (§. 26.) , so übten der Nicht- 
leiter und die auf der inneren Oberfläche der Hohlkugel sich 

Dirichlet, Potentialtheorie. 10 
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bildende Schicht gar keine Wirkung nach aussen aus^ und 
auf der äusseren Oberfläche bildete sich eine eben solche 
Schicht, wie sie sich bilden würde, wenn der Nichtleiter 
und die Höhlung gar nicht vorhanden wären, und die der 
Hohlkugel mitgetheilte Elektricitätsmasse gleich der Summe 
aus der in dem Nichtleiter vorhandenen und, der der Hohl- 
kugel wirklich mitgetheilten Elektricitätsmasse wäre. Wir 
werden jetzt zeigen, dass dies Resultat ganz allgemein für 
jeden hohlen Körper gilt. 

Es sei also ein hohler Körper und in dem hohlen Raum 
ein Nichtleiter gegeben (Fig. 23.). In dem Raum, den der 

Hohlkörper einnimmt, muss das 

Fig. 23. n 

Gesammtpotential v, welches von 
^^^g^^ ^^^ den zwei sich bildenden Schichten 

^ ^^^ d^^^ ^^^^^^ ^^^^ ^^ und von dem Nichtleiter herrührt, 
^^ff^ — w ^ ^^s constant sein; es genügt aber, dass 
^^M %^^ ^^M dasselbe an den zwei Oberflächen 

^. ^^^ m. des Hohlkörpers constant ist, und 

^^^^^g ^^^^ .g^__;^!^^/ zwar an beiden dieselbe Constante. 
^^^i^^ __^^^ y ^ Die Elektricitätsmenge des Nicht- 
^^^ ^^^^^m ' leiters sei Jf, die der Schale A. 

^^^^^^"^ Wir können den Nichtleiter in 

anderer Form auftreten lassen; er wirkt über die innere 
Fläche der Schale hinaus gerade wie eine gewisse Schicht, 
die sich auf der inneren Fläche bilden lässt (§. 36. 1.). Wir 
substituiren also statt des Nichtleiters an der inneren Ober- 
flSche die Schicht, welche letzteren repräsentirt. Dann wird 
das V im ganzen Hohlraum constant sein, da sich jetzt in 
demselben keine Masse mehr befindet (§. 34.). Folglich ist 
die Dichtigkeit der inneren Schicht, als Differenz der Deri- 
virten nach der Normale, überall gleich 0; diese Schicht be- 
steht aber aus zwei Schichten: aus der sich bildenden und 
aus der für den Nichtleiter substituirten. Mithin Verden 
diese beiden letzten Schichten überall die entgegengesetzte 
Dichtigkeit haben, so dass also der Nichtleiter und die innere 
sich bildende Schicht gar keine Wirkung nach aussen hin 
ausüben. Femer besitzt die den Nichtleiter vertretende 
Schicht dieselbe Masse, die der. Nichtleiter besitzt (§. 36. 1.), 
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d. L die Masse M. Die Masse der iuneren sich bildenden 
Schicht ist folglich — 3/; mithin hat die äussere Schicht 
die Masse A -f~ 3f/ da beide zusammen die Masse Ä he- 
besitsEen müssen. Da die äussere Schicht ausserdem auf der 
äusseren Oberfläche ein constantes Potential haben soll; so 
ist dieselbe gleichfalls völlig bestimmt. Das ganze System, 
d. h. der Nichtleiter und die an den beiden Oberflächen sich 
bildenden Schichten; wirkt also nach aussen ebenso , als 
wenn die Masse des Hohlkörpers A -{- M wäre, und der 
Nichtleiter und die Höhlung gar nicht vorhanden wären. 



10 



Siebenter Abschnitt. 

Hagnetismns. 

§. 39. 

Zur Erklärung der magnetischen Erscheinungen nehmen 
wir zwei magnetische Fluida an^ von denen das eine das 
positive^ das andere das negative heissen möge. Zwei 
magnetische Massentheilchen stossen sich ab, wenn sie gleich- 
artig sind, und ziehen sich an, wenn sie ungleichartig sind. 
Die Erfahrung ^^) nöthigt zu der weiteren Annahme ; dass in 
jedem Körper, in welchem sich magnetisches Pluidum be- 
findet, gleiche Quantitäten des positiven'- und des negativen 
Pluidums vorhanden sind; dies gilt sogar von den einzelnen 
beliebig kleinen Theilchen des Körpers, wenn sie nur noch 
für unsere Sinne wahrnehmbar sind. Die in irgend einem 
Körper enthaltenen magnetischen Flüssigkeiten können erst 
dann eine Wirkung ausüben, wenn irgend eine Scheidung 
derselben eingetreten ist; diese Scheidung kann sich indessen 
nach dem Obigen offenbar nur auf für uns nicht mehr mess- 
bare Entfernungen erstrecken. 

Das Magnetisirtsein eines Körpers stellen wir uns als 
eine Scheidung der in ihm enthaltenen magnetischen Flüssig- 
keiten vor. Bezeichnen wir das in einem Element eines 
Magneten enthaltene Quantum freien magnetischen Fluidums 

mit d(iy so ist das Integral Jdfi, sowohl über den ganzen 

Magneten als auch über einen beliebig kleinen aber für uns 
noch messbaren Theil desselben erstreckt, gleich Null. 

§. 40. 
Man denke sich einen beliebigen Magneten in unendlich 
kleine Elemente getheilt; a, 6, c seien die rechtwinkligen 
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Coordinaten irgend eines Punktes irgend eines jener Ele- ' 
mente; dfi die in letzterem enthaltene magnetische Masse; 
sei irgend ein Punkt ausserhalb den Magneten ; x, y^ ß 
die rechtwinkligen Coordinaten von 0, r die Entfernung 

irgend eines Massenelementes von 0. Setzen wir t; — — / ~ ^ 

ausgedehnt über sämmÜiche d^i^ dann sind die Derivirten 
von t; nach x, y, e die Componenten der nach den Bich- 
tongen der drei Goordinatenaxen zerlegten Erafb; welche der 
Magnet auf die im Punkte concentrirte positive Einheit 
des Magnetismus ausübt. (§. 2. I.) 

Wir fähren Polarcoordinaten ein^ und zwar bezeichnen 
wir die irgend eines Punktes der Masse, wie früher, mit 
accentuirten Buchstaben: 

a ««= (>' cos ^' X = Q cos ^ 

b = (f sin d-' cos tp' y = q sind' cos g> 

c = (>' sin d"' sinfp' js = q sind' sin tp. 

Dann wird: 

r = y(p' — 2(f(f cos CO + Q^)f 
cos CO = cos d- cos 'ö*' + sin «ö* sin d"' cos (g/ — tp). 

Wir entwickeln die Function v, die wieder das Potential des 
Magneten in Bezug auf den Punkt heissen möge, nach 
negativen Potenzen von q , und erhalten: 

f = -J^(l+^Pi (cos a,) + (?')*P,(co8c) + •••). 

Weil eben so viel positiver wie negativer Magnetismus in 
dem Magneten enthalten ist, so fallt das erste Glied dieser 
Entwicklimg fort, und es bleibt: 

t; == 1 dfig'Pi (cos cd) 8 / d[iQ'^ Pg (cos cd) — • • • 

Da Pi (cosco) = cos CD ist, so haben wir: 

V = % \ d^iQ (cos 'ö* cos-ö"' + sin 'ö* sin %'' cos {q> — 9))) 

= 2 (cos dJQ cosd'' dfi + sin ^ cos q)jQ sin d' cos tp'd^ 

-|- sin d' sin Wip' sin -ö*' sin g?' diij — • • • 
=. jfcos d'Cad^ + sin d" cos <pfbdfi + sin -9* sin <pfcdiij 
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Die drei Integrale^ welche in dem Coefficienten von — ^ vor- 

kommen^ 

fad(i, fbd[i, fcdfi, 

hängen natürlich von dem Magneten und von der Lage der 
Axen ab; aber in Folge der Grundhypothese, dass die Summe 
aller Massentheile Null ist, hängen sie bloss von der mch- 
tung der Axen ab, nicht von der Lage des Anfangspunktes: 
man kann die Axen beliebig verschieben, wenn die neuen 
Axen nur parallel zu den alten bleiben. Denn dadurch wird 
nur eine Constante, etwa zu a, addirt: a = a -{- Const; die 

Constante wird mit J*d[i multiplicirt, der Theil, der zum 

Integral hinzukommt, ist folglich Null. Wir wollen jene 
drei Litegrale der Kürze halber mit a, /3, y bezeichnen; 
dann ist 

V = 1 la cos -ö* + /5 sin -9* cos g? -|- y sin -O* sin 9)) — • • • 

Während also das Product aus q in das Potential irgend 
einer Masse sich einer Grenze näherte (§. 5.), findet beim 
magnetischen Potential etwas Aehnliches statt, wenn man 
dasselbe mit q^ multiplicirt, so aber, dass die Grenze, wel- 
cher sich das Product aus dem magnetischen Potential in 
Q^ nähert, von der Richtung, in Welcher man den Punkt 
fortrücken lässt, abhängt-, denn es ist 

lim ( — Q^v) = a cos -9* + /5 sin -O* cos <p -}- y sind' sin q>. 

Die zweite Seite der vorstehenden Gleichung nennt man das 
magnetische Moment für die durch die Winkel ^, 9) be- 
stimmte Richtung. 

Wie hängt dies Moment nun von der Richtung ab? 
Es giebt eine gewisse Richtung, für welche das magnetische 
Moment eines bestimmten Magneten sein Maximum erreicht; 
dieses Maximum nennt man das Hauptmoment des Magneten; 
für alle anderen Richtungen kann das magnetische Moment 
als Projection des Hauptmomentes auf die jedesmalige Rich- 
tung angesehen werden. Hiervon überzeugt man sich leicht 
durch die folgende Betrachtung. Die drei Factoren von 
cc, ß, y sind die Cosinus der drei Winkel, die die Richtung, 
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in welcher man q wachsen lüsst^ mit den drei Coordinaten- 
axen macht; nennen wir diese Winkel X, yb, v, und das 
magnetische Moment für diese Bichtung K^ so ist 

K = a cos A + /5 cos f* + y cos v. 

Nun lassen sich ccjß,y ausdrücken als Producte einer posi- 
tiven Grosse in den Cosinus je eines Winkels. Setzen wir 
nämlich 

>/(«« + ^* + y«) = Ä, 

SO lassen sich drei Winkel l, m, n so bestimmen^ dass 

a = 1c cos lfß = k cos m, y = Ä cos n (1) 

wird^ imd es ist 

K =Jc (cos l cos X + cos m cos fi + cos n cos v). 

Der Coefficient von k ist der Cosinus des Winkels, den die 
beiden Richtungen mit einander bilden, die durch die Winkel 
X, [i, Vf und l, m, n resp. bestimmt sind. Jede Linie, welche 
mit den Coordinatenaxen die durch (1) bestimmten Winkel 
l, m, n bildet, nennen wir die magnetische Axe des Magneten. 
Letztere bleibt insofern unbestimmt, als sie durch jeden be- 
liebigen Punkt gehen kann; sie ist nur der Bichtung nach 
bestinmit. Nennen wir den Winkel, den die Richtung der 
magnetischen Axe mit der Richtung bildet, in welcher wir 
den Punkt fortrücken lassen, %, so ist 

K=Jc cos X' 

Aus dieser Gleichung ergeben sich die über das magnetische 
Moment aufgestellten Behauptungen; auch sieht man aus 
derselben, dass das Maximum des magnetischen Momentes 
für diejenige Richtung stattfindet, welche mit der Richtung 
der magnetischen Axe zusammenfällt, und dass dies Maxi- 
mum oder das Hauptmomeut 

Jc = V(a' + ß' + f) 
ist^O 

§. 41. 
Aus der Gleichung 

V = 5 Ä cos y — • • • 

folgt, dass alle Magnete in Bezug auf ihre Wirkung, in die 



154 Siebenter Abschnitt. 

legen wir in drei Componenten; deren jede auf der Ebene 
der beiden anderen senkrecht steht; und zwar soll die eine 
Componente, die wir Z nennen wollen, vertical gerichtet 
sein, die zweite, F, soll parallel mit dem durch O gelegten 
Parallelkreis, die dritte, X, parallel mit dem durch O gelegten 
Erdmeridian sein. Positiv wollen wir die Componente Z 
nennen, wenn sie nach unten, dem Erdmittelpunkt zu, ge- 
richtet ist, die Componente y, wenn sie nach Westen, die 
Componente X, wenn sie nach Norden gerichtet ist. 

Das magnetische Potential v in dem Punkt wird eine 
Function von (>, ^y (p sein; aus demselben kann man die 
Componente der Kraft für irgend eine Richtimg ableiten, 
indem z. B. die parallel der X-Axe gerichtete Componente 
durch die Gleichung 

X= — 
dx 

bestimmt sein würde. Der in dieser Gleichung enthaltene 
Satz lässt sich so ausdrücken: 

Soll die Componente der Kraft für irgend eine Richtung 
angegeben werden, so verschiebe man den Punkt 0, auf den 
die Masse wirkt, in dieser Richtung um ein unendlich kleines 
Stück, und dividire die daraus hervorgehende Veränderung 
des Potentials durch den von dem Punkt zurückgelegten 
unendlich kleinen Weg. 

Wollen wir z. B. die Componente Y in der Richtung 
des Parallelkreises haben, so verschieben wir den Punkt 
in der mit derselben parallelen Richtung: der von dem 
Punkt zurückgelegte Weg ist q sin -O* dq). Bei dieser Ver- 
schiebung ändert sich nur q) um dq), q und d" bleiben die- 
selben; die Aenderung des v ist folglich -j— dq>, und mithin 



r= 



dv , 

dtp ^ 1 dv 



Q sin ^dtp Q sin ^ dtp * 



Dies wäre die Componente in der nach Osten genommenen 
Richtung; da wir sie aber für die Richtung nach Westen 
angeben wollen, haben wir den vorstehenden Ausdruck mit 
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dem Minoszeichen zu versehen. Durch ähnliche Betrachtungen 

findet man die für X und Z gültigen Ausdrücke. Es wird: 

y 1 dv y. 1 dv y dv 

Q d^ ' Q Bin^dtp ^ dg ' 

§. 43. 
Wir wollen den Werth des Potentials an der Erdober- 
fläche durch F bezeichnen; derselbe wird eine blosse Function 
von %• und (p sein. An der Erdoberfläche ist 

1 dV 



^~ H d9 



m 



Ji nnd- dq) ' 
d V 

Integrirt man die Gleichung -i-k= — RX von 0- = 0, d. h. 
vom Pol an, so entsteht 



.9 



-' H-' = -fxd», (2) 

ü 

wo Vq eine blosse Constante ist, nämlich der Potentialwerth 
am Pol. Aus (1) und (2) folgt 

X 



i__rdx 

in ^j dtp 



dd'. 
Bin irj 



Hieraus ergiebt sich der merkwürdige Satz, dass die nach 
Westen gerichtete Componente für jeden Punkt der Erd- 
oberfläche vollständig bestimmt ist, wenn die nach Norden 
gerichtete Componente für die ganze Erdoberfläche gegeben 
wäre.*^) Die Frage, wo der Sitz der erdmagnetischen Kräfte 
ist, kommt dabei gar nicht in Betracht. 

§. 44. 
Wollen wir auch die verticale Componente aus der nach 
Norden gerichteten Componente bestimmen, so müssen wir 
uns durchaus darüber entscheiden, wo- der Magnetismus 
sitzen soll. ^ 

Wäre die Componente X, also auch jenes Integral — fXdd' 



für alle Punkte der Erdoberfläche bestimmt, so konnte man 
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letzteres; als Function von -ö* und g?, die für alle Werthe 
von d' und (p von bis n und von bis 2;r resp. gegeben 
ist, und die wir Kürze halber durch f^d", <p) bezeichnen 
wollen, nach Kugelfiinctionen entwickeln. Setzen wir nämlich 



wo Uq, Tj, Tg • • • Eugelfunctionen nullter, erster, zweiter • • •. 
Ordnung sind*, so ist 

Uq = ^fd^>Jf{^\ (p) sin d''d^' 



iTt n 

Tn = ^-^^Jdq>jf{^\ (p')Pn (cos cd) siu^'d^'. 





Ui^y T^, ^2 • • * sind also sämmtlich als gegeben anzusehen. 

B 



Nach §. 43. (2) hätten wir dann, wenn wir ^^ + Üq = T^ 



setzen: 

J = ro + T, + 3; + ..., (1) 

wo alle Glieder der zweiten Seite bis auf Tq bestimmt wären. 
Lässt sich, wenn das Potential an der Oberfläche gegeben 
ist, daraus das Potential ausserhalb derselben ableiten? Nur, 
wenn wir uns entscheiden, wo die Kraft sitzt, und diese Ent- 
scheidung entweder dahin ausföllt, dass die Kraft aus- 
schliesslich in der Erde, oder dahin, dass sie ausschliesslich 
ausserhalb derselben ihren Sitz hat. 
Erste Hypothese: 

Der Magnetismiis sitzt ausschliesslich im Innern der Erde. 

■ 

In diesem Fall ist es leicht, das Potential v auch ausser- 
halb der Erde zu bestimmen. Denn es lässt sich v jetzt für 
alle ausserhalb der Erde gelegenen Punkte nach negativen Po- 
tenzen von Q entwickeln: 

« = 2^; (2) 

WO TJn eine Kugelfunction w*®' Ordnung ist (§. 19.). Für die 
Oberfläche würde aus (2) folgen 
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V r r 

_ l_9 J_ ^ _! 



Yergleicht man dies mit (1^^ und beachtet , dass eine Function 
sich nur auf eine Art in eine Beihe Ton Kugelfimctionen 
entwickehi lasst, so ergiebt sich 

ro = i?roi r, = i?ri u. s. f . 

Mithin ist nach (2) 

|- = r,f- + r.(f)' + -... (3) 

Hieraus ergiebt sich für die Terticale Componente Z in irgend 
einem Punkt ausserhalb der Erde der Werth: 

und da letztere Gleichung in Folge der Stetigkeit von Z 
auch an der Erdoberfläche gilt, so hat Z daselbst den Werth :^) 

Tq wäre Null, wenn auch jn der Erde ebenso viel positiver 
wie negativer Magnetismus wäre; denn es ist immer lim (rp) 
gleich der wirkenden Masse (§. 5.); aus (3) ergiebt sich 
aber lim (vp) = i^To- 
Zweite Hypothese: 

Der Sitz des Magnetismus ist ausserhalb der Erde. 

In diesem Fall lässt sich v für alle Punkte innerhalh 
der Erde nach positiven Potenzen von q entwickeln: 

v = 2:UnQ^, (4) 

wo wieder Z7« eine Eugelfunction n**' Ordnung ist (§. 19.). 
An der Oberfläche geht die Gleichung (4) über in 

J = § + ^i + ^^^ + ^»^* + • • • • 

Vergleicht man diese Entwicklung wieder mit (1), so folgt 

T T 

mithin ist 

|- = ^0+^1^ + ^2(1-) H , 

und folglich wäre jetzt: 
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Z=- T^-'2T^-^ — dT^[^) , 

und an der Oberfläche ^^) 

Z= — Ti — 2^2 — 3^3 - 



« • • « 



§. 45. 
Wir stellen nun noch die Hypothese auf, dass die Ur- 
sache des Erdmagnetismus theils im Innern der Erde, theils 
ausserhalb derselben befindlich sei. In diesem Fall lässt 

« 

sich allerdings aus der blossen Eenntniss der nach .Norden 
gerichteten Componente die verticale Oomponente nicht mehr 
entwickeln, indem die zwei Theile des Potentials, die von 
dem innerhalb der Erde und von dem ausserhalb derselben 
befindlichen Magnetismus herrühren, aus jener Eenntniss 
allein sich nicht trennen lassen. Kennt man aber jFür alle 
Punkte der Erdoberfläche sowohl die nach Norden gerichtete 
als auch die verticale Componente, so lässt sich jene Tren- 
nung bewerkstelligen, und somit feststellen, der wievielste 
Theil einer jeden der drei Componenten in irgend einem 
Punkt der Erdoberfläche der einen und der anderen Ursache 
zuzuschreiben ist. 

Es sei nämlich V das Gesammtpotential auf der Erd- 
oberfläche; femer seien V und F" die beiden Theile des- 
selben, welche von dem im Innern und Aeussern resp. ent- 
haltenen Magnetismus herrühren. Setzen wir nun 

J = i; + 2\ + r, + ..., (1) 

WO Tq, Ti, Tg • • • wieder Kugelfunctionen von der Ordnimg 
0, 1, 2 • • • sind, so lassen sich die Grössen T^, Tg • • • aus 
der blossen Eenntniss der nach Norden gerichteten Compo- 
nente bestimmen; nur T^ bleibt unbestimmt. Setzen wir 
femer 



R 
so ist 

y TW I TT// 



^" = r;- + T/' + r," + 



= -'-t--=W+V)+(2'i'+2',")+(^2'+ ?;")+•••• (2) 



JB B 
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Die beiden Summanden eines jeden Gliedes dieser Summe^ 
z. B. des Gliedes 7/ + ^i" ^^^^ Kugelf unctionen derselben 
Ordnung. Während T^, T« • • • als bekannt anzusehen sind, 
werden sämmtliche T' und jT'* vorläufig wenigstens, als un- 
bekannt zu betrachten sein. 

Bezeichnen wir die beiden Bestandtheile der verticalen 
Componente Z, welche von dem im Innern und Aeussern ent- 
haltenen Magnetismus herrühren, durch Z' und Z'\ so haben 
wir nach dem vorhergehenden Paragraphen: 

z' =To' + 2yi' + 3r; + ... 
Z' = - Ti" — 2t;' - 3^3" 

Mithin ist die ganze verticale Componente 

Z=Z' + Z" = r;+(2r/— T/') + (3 7;'-22;'') + -- (3) 
Die einzelnen Glieder einer jeden Differenz, wie 2T/ — 2\", 
sind wieder Eugelfunctionen derselben Ordnung. Wenn man 
nun auch noch die verticale Componente für jeden Ort der 
Erde bestimmt hätte, so könnte man daraus eine Ent- 
wicklung dieser Componente nach Eugelfunctionen ableiten; 
dieselbe sei 

Z=U,+ U.-^U,-^--., (4) 

WO I/q, Ui, U^' ' ' wieder als bekannt anzusehen sind. 

Aus der Vergleichimg von (1) und (2), sowie von (3) 
und (4) ergeben sich folgende Gleichungen: 

7" 4_ T " = r» T' = U 

T,' + T" = Ti 2 r/ — Ti" = Ui 

t; + t;' = t, 3 t/ - 2 r," = v^ 



Hieraus lassen sich alle T und T" bestimmen; nur T^' bleibt 
unbestimmt. 



Anmerkungen. 

^) M^moires de Mathdmatiqae et de Physiqae, tir^ des rägistres 
de rAcaddmie royale des sciences. Ann^e 1782: Theorie des attractions 
des sphäroides et de la figure des planstes, par M. delaPlace. 

*) Dieser Satz ist von G, Green für die Potentialtheorie aufgestellt 

and bewiesen. Grelle' % Journal B. 44: An Essay on the Application 

of mathematical Analysis to the theories of Electricity and Magnetism. 

Art. 3. 

^) Diese Angabe Dirichlefs ist nicht ganz genau: Newton hat die 

Anziehung bestimmt für den Fall, dass der Punkt auf der Verlängerung 
oder am Ende der Umdrehungsaxe liegt (im ersten Buch seiner Prin- 
cipia philosophiae naturalis, Sectio XIII); ausserdem hat er (im dritten 
Buch der principien, propositio 19) ein angenähertes YerhSltniss der 
Anziehung am Pol der Erde, also eines von der Kugel nur wenig ab- 
weichenden Ellipsoides, zur Anziehung am Aequator gefunden. 

*) Mac Laurin hat seine Untersuchungen hierüber zuerst mit- 
getheilt in seiner von der Pariser Akademie gekrönten Preisschrift: De 
caussa physica fluxus et refluxus maris, 1740. Dieselbe befindet sich 
abgedruckt im Recueil des pieces qui ont remportä les prix de Tacad. 
roi. des sc. Tom. IV., und in der von le Seur und Jacquiers besorgten 
Ausgabe von Newton' 8 Principieif. Uebrigens findet man das in der 
genannten Abhandlung über das Attractionsproblem Enthaltene auch 
in Mac Laurtn's Treatise of fluxions T. ^ Cbap. 14. 

^) Treatise of fluxions a. a. 0. 

^) Nouveaux M^moires de TAcad^mie royale ä Berlin. Ann^e 1773. 

^ Opuscules math^matiques par d'Alembert. Tome VI. 1773. Sur 
la figure de la terre, art. 73—77. 

^) Recherches sur Fattraction des Sphäroides homogenes. M^moires 
de Math^matique et de Physique, prösentäs ä TAcad^mie par divers sa* 
vans. Paris 1785. 

®) Mac Laurin hat folgenden Satz aufgestellt und hewieseni Die 
Kräfte, mit denen zwei confocale ungleichaxige Ellipsoide denselben 
auf einer ihrer Axen liegenden äusseren Punkt anziehen, sind ihren 
Massen proportional (Treatise of fluxions Art. 653). Dass der Satz 
allgemein gültig sei für jede Lage des angezogenen Punktes, ahnte 
Ma4i Laurin noch nicht, wie aus Art. 664 deutlich hervorgeht. Vgl. 
meine Notiz hierüber in Schlömilch'B Zeitschrift, 14. Jahrgang S. 265. 

*^; Histoire de TAcad^mie des Sciences de Paris 1782. 

^^) Uist. de TAc. des Sc. de Paris 1788. Für Rotationsellipsoide 
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hat Legendre den Satz schon in seiner unter 8) citirtcn Abhandlung 
bewiesen. 

^*) Ganz denselben Ausdruck hat Poisson gefunden (Memoire sur 
rattracüon d*nn ellipsoYde homogene in den M^moires de TAcad^mie 
des sciences de Flnstitut T. XIII. annee 1835, pag. 540), und Chasles 
(Memoire sur Tattr. des ellipsoldes in den Comptes rendus des s^ances 
de TAcad^mie T. VI. ann^e 1838, und im Journal de math^matiques 
de Liouville, T. V. ann^e 1840). Dirichlet'8 Aeusserung, es sei Nie- 
mandem eingefallen, die Wirkung einer ellipsoidischen Schicht nach 
aussen zu untersuchen, ist daher sehr befremdend. 

'^ Poisson findet (a. a. 0.), dass die Richtung der Kraft zusammen- 
fällt mit der Axe des Kegels, dessen Spitze der angezogene Punkt ist, 
und welcher der Schale umschrieben ist. Chcisles zeigt (a. a. 0.), dass 
die Axe dieses Kegels mit der im angezogenen Punkt auf dem con- 
focalen EUipsoid errichteten Normale zusammenföUt. 

") Diese Darstellung beruht auf einem Irrthum. Die Sache ver- 
hält sich SO: Poisson sagt in seiner berühmten Abhandlung 'über die 
Vertheilung der Elektricität auf der Oberfläche leitender Körper (M^- 
moires de Tlnstitut T. XII. ann^e 1811), er habe auf analytischem 
Wege gefunden, dass auf der Oberfläche eines nahezu kugelförmigen 
Körpers die Anziehungskraft einer darauf verbreiteten Elektricitäts- 
menge deren Dicke proportional sei, ebenso wie auf der Oberfläche 
eines Rotationsellipsoides , welches auch das Verhältniss seiner Axen 
sei. Es liege der Gedanke nahe, dass dies ein allgemeines Resultat 
sei; aber, obgleich dieser Satz sehr einfach sei, so würde es doch sehr 
schwer sein, ihn mit Hilfe der Formeln für die Anziehung zu beweisen. 
Hier liege einer der Fälle vor, wo man der Unvollkommenheit der 
Analysis durch directe Betrachtungen zu Häfe kommen müsse. Laplace 
habe ihm einen rein synthetischen Beweis des Satzes mitgetheilt, dass 
auf der Oberfläche eines jeden elektrischen Körpers die Kraft des 
elektrischen Fluidums der Dicke proportional sei; an einer späteren 
Stelle werde er diesen Beweis mittheilen. Später sagt Poisson, dieser 
Satz sei in einem anderen allgemeineren enthalten, den er beweisen 
wolle. Nachdem er den Beweis gegeben, fügt er bei, dies sei der 
anfangs angekündigte, von Laplace ihm mitgetheilte Beweis; er habe 
ihn etwas verallgemeinert, indem er anfangs eine Massenschicht be- 
trachtet habe, die nicht, wie die elektrische Schicht, der Bedingung 
unterliege, keine Wirkung auf die Punkte ihrer inneren Oberfläche 
auszuüben. Die betreffenden Stellen lauten wörtlich: 

Pag. 5. En faisant usage de ces formules j^ai trouvö qu'ä la surface 
d*un sph^roi'de peu diff^rent d*une Sphäre, la force r^pulsive du fluide 
älectrique est proportionelle ä son ^paisseur en chaque point; il en est 
de möme ä la surface d'un ellipsoide de r^volution, quelque soit le 

rapport de ses deux axes II est naturel de penser que ce 

resultat est g^n^ral et qu'il a ^galement Heu a la surface d'un corps 

Dirichlet, Fotentialtheorie. 11 



162 .* ' Anmerkungen. 

condactenr quelconque; mais quoiqae cette proposition paraisse tres- 
simple, il serait cependant tr^s-difficile de la ddmontrer au moyen des 
formules de Tattraction des sph^roYdes; et c^est nn de ces cas oü Ton 
doit suppiger ä Timperfection de Tanalyse par quelque consid^ration 
directe. On trouvera dans la suite de ce Memoire, une ddmonstration 
purement synth^tique, que M, Laplace a bien voulu me communiqaer, 
et qui prouve qu'^ la surface de tous les corps ^lectris^s, la force r^- 
pulsive du fluide est partout proportionelle ä, son ^paisseur. 

Päg. 30. On dämontre aussi, saus aucun calcul, que la r^pulsion 
^lectrique ä. la surface d'un corps quelconque est proportionelle ä 
r^paisseur ou k la quantitd d'^lectricitä , accumul^e .en chaque point; 
mais cette proposition est comprise dans une autre plus g^n^rale, dont 
je y'ais donner la d^monstration. 

Je consid^re une couche infinement mince, solide ou fluide, et de 

teile forme qu'on voudra; je suppose que Ton prenne un point A sur 

la surface ext^rieure, et qu'on y ^l^ve une normale ä cette surface, 

qui aille couper la surface int^rieure en un point que j'appelle a, je 

d^signe par y Täpaisseur ^a de la couche, par R son action sur le 

point Ä, ddcomposde suivant la normale Äa, et pari^ son action sur 

-le point a, d^compos^e suivant la meme droite; je dis qu'on aura 

toujours 

R — m = ^ny. 

Es folgt der Beweis. Darauf fährt Poisson fort: 

Cette d^monstration est celle que nous avons annonc^e au commen- 
cement de ce Memoire , et qui nous a 4t6 communiqu^e par M. Laplace. 
Nous Tavons rendue un peu plus g^n^rale, en consid^rant d^abord une 
couche fluide ou solide qui n^^tait pas assig^tie ä. n'exercer aucune 
action sur les points de la surface int^rieure. 

Hiemach ist also der von Dirichlet Coulomb als ein Resultat der 
Beobachtung zugeschriebene Satz zuerst von Poisson aufgestellt als 
Ergebniss theoretischer Betrachtungen, und von Laplace zuerst be- 
wiesen (ob auch Laplace diesen Satz selbständig gefunden, geht aus 
Poisson' s Bericht nicht klar hervor); der aUgemeinere Satz, der erster en 
als speciellen Fall umfasst, der nach Dirichlet von Laplace herrühren 
soll, ist von Poisson aufgestellt und auch — indem er den von La- 
place ihm mitgetheilten Beweis des ersten Slitzes etwas verallgenieinerte 
— bewiesen. 

Ich theile noch den von Poisson verallgemeinerten JLopZace^schen 
Beweis mit. 

Pag. 31 je dis qu'on aura toujours 

R — -R' =. 4«2/. 

Pour le prouver, menons par le point int^rieur a un plan perpendicu- 
laire k Äa; ce plan partagera la couche que nous consid^rons, en 
deux segmens; celui qui r^pond a la flache Äa sera infiniment petit 
par rapport a Taulre; mes les actions des deux segmens sur le point 
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Ay on snr le point a, n'en seront pas moins comparables et da m^me 
ordre. Appellons *S* Taction que le grand segment exerce sur le point 
a, siiivant la normale Äa; soit aussi s Faction da petit segment snr 
le m§me point, et ddcomposde snivant la m^me droite; poar fixer les 
id^s, sapposons qae ces actione proviennent des attractions de tons 
les points de la coache sar le point a, de sorte que ce point soit tir^ 
de dehors en dedans, par Texcäs de la force S sar la force s, et qu'on 
ait par cons^aent Hf =» S—8. En nägligeant les qaantitäs da second 
ordre par rapport a Tepaissear de la coache, Tattraction da grand 
segment est evidemment la m^me snr les deax points ^ et a; avec 
un pen d'attention, on s'assura de m^me qae Tattraction da petit seg- 
ment sur le point A , ne pent diffdrer de celle qa^il exerce sar le point 
a, qae d^ane qaantite infinement petite par rapport 5. cette force; il 
s'ensoit donc ^qae le point A est tirä de dehors en dedans suivant la 
normale Aa, par la somme des deax m^mes forces S et s^ qai agissent 
en sens contraire l'ane de Taatre sar le point a; par cons^qaent on a 
22 s=B a9 -|- 8, et en retranchant la valear pr^cädente de 2^, il vient 
R — S: = 28. 

II reste maintenant ä däterminer la valear de 8, Or, si noas pre- 
nons aa-dela du point a, sur le prolongement de la normale Aa, un 
point quelconque C, et que de ce point, comme centre, nous d^cri- 
vions deux surfaces sph^riques passant par les points ^ et a, nous 
formerons une couche spherique d'une äpaisseur constante et ^gale ä. y; 
son attraction sur le point int^rieur a sera nulle; sur le point ext^rieur 
A , eile sera la m^me que si la coache enti^re ^tait r^unie ä son centre 
C, ou, autrement dit, eile sera exprim^e par 49ri/; relative ä cette 
couche, on aura donc i2' = 0, JR = 4wi/, et Tdquation g^n^rale 
B — iJ' = 2s deviendra 4wi/ = 2«', oxi 2ny = 8\ en repr^entant par 
s' Tattraction exerc^e sur le point A par le segment sphäriqne qni r6- 
pond ä la fläche Aa. Menons par la droite AC une suite de plans 
qui partage ce segment en une infinite de parties, soit a Tangle 
compris entre deux de ces plans: Tattraction normale de la partie 
correspondante ä cet angle sera ä Tattraction s' du segment entier, 
comme a est ä 2 7r; eile sera donc ^gale h ccy; et comme eile se 
trouve ind^pendante du rayon AC, il en r^sulte que Tattraction s' du 
segment spherique ne diffäre pas de Tattraction 8 du segment quel- 
conque que nous avions d'abord consid^r^. En effet, en faisant varier 
les rayon s des diffdrentes parties du segment spherique, on fera co'incider 
chacune d'elles avec la partie correspondante de Tautre segment, et 
leur somme exprimera Tattraction de ce segment; mais les attractions 
partielles dtant ind^pendantes de ces changemens de rayon, leur 
somme restera toujours ^gale ä s ; par cons^quent on aura 8 = 8 =^2ny. 

Substituant cette valeur dans l'^quation pr^c^demment trouv^e, il 
vient B — 2J'=s4«i/; ce qu'il fallait ddmontrer. 

De meme, si Ton appelle T Taction de la couche entiere sur le 

11* 
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point A, d^compos^ saivant le plan tangent, oa perpendicalaire k 
Aa ei qae Ton d^signe par T son action aar le point a, anssi perpen- 
dicalaire a cette droite , on tronvera T ^=^ T^ en obeervant qne dans 
cetie direction Taction da peüt segment peat ^tre sappoe^ nnlle. 

S'il B^agit d^ane coache flaide r^pandne aar un sph^roide de forme 
qaelconqae, et disposäe de mani^e qa'elle n^exerce aacane action sur 
les points int^riears, ce qai est le cas da flaide ^ectriqae, on aora 
y = 0, JS' — 0; donc aassi T = 0, 22 = Any; d'oü ü sait 1® qae la 
force tangentielle est nalle a la sarface extärieare; 2® qae la force 
normale ä cette aarface est proportioneile ä Fäpaissear de la couche 
en chaqne point. 

1') Für die ellipeoidische Schale z. B. ist, wenn s die Dicke am 
Ende der Halbaze a bezeichnet, nach §.11. 



- v&. + f. + ?) 

'^) §. 14. enthält den Beweis dieses Satzes. 

'') Es wird gat sein, dies allgemein gültige Besnltat an dem ein- 
fachen Fall, dass die mit Masse belegte Fläche eine Eugelfläche, und 
die Masse von constanter Dichtigkeit ist, za prüfen. Bezeichnen wir 
die constante Dichtigkeit der auf der Eugelfläche befindlichen Masse 
durch A;, den Radius der Eugelfläche durch a, so erhält man leicht 
mit Hilfe der in §. 5. für den Fall einer homogenen Vollkugel ent- 
wickelten Potentialausdrücke folgende Ausdrücke für das Potential v 
jener Masse. Liegt der Punkt im Innern, so wird r »> 49rX:a «^ Oonst, 

und liegt er im Aeussem , so wird v = — -, — , wo das obere oder 

untere Zeichen gilt, jenachdem der Abstand x des Punktes von der 
Eugelfläche als positiv oder negativ betrachtet wird. Hieraus erhält 
man zunächst, für innere Punkte: 

dv 

W 55 = ^' 



und für äussere Punkte 

dv ^nka* 

dx (a+^) 



(2) :r:: = — Tzrrz:\% » wenn x als positiv betrachtet wird 






Sehen wir die ausserhalb der Fläche fallenden x als positiv an , so 
nach (2) ( — ) «= — 4«ä;, und nach (1) (7—) =0; sehen wii 
gegen die innerhalb der Fläche liegenden x als positiv an ,' so ist n. 
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(1) l-r-j = 0, und nach (3) i-r-J =» ^nk. Folglich ist in beiden 

FäUen (p) -(Pl =-4»t. 
\dx/4-$ \dx/^§ 



^") Diesen und andere Ausdrücke für Pn hat DirichUt angegeben 
in Crelle'B Journal B. 17. S. 39. 

^^ Dies ergiebt sich leicht aus dem bekannten Convergenzsats: 
Aus der Convergenz der aus lauter positiven Gliedern bestehenden 
Beihe ^o H~ ^i ^ ^a 4~ * * * folgt die Convergenz der gleichfalls aus lauter 
positiven Gliedern bestehenden Reihe t*,, + **i + **« + * * • » sobald der 

Quotient — ^ von irgend einer bestimmten Stelle an kleiner bleibt 



u 

n 



n4-l 

als der entsprechende Quotient — — . 

K 

Die Glieder der Reihe für v werden allerdings theils positiv, theils 
negativ sein; allein dieselbe würde offenbar auch convergiren, wenn 
alle ihre Glieder positiv wären. Die Reihen 

a^ + SOjiC -|- • • • -}- ncinx^—^ + • • 

mögen durch A und B resp. bezeichnet werden. Aus der Convergenz 
der Reihe A, wenn sie aus lauter positiven Gliedern bestände, folgt 
zunächst, mit Hilfe des angeführten Satzes, die Convergenz der Reihe 
B, wenn wir auch da sämmtliche Glieder als positiv betrachten; die- 
selbe wird also um so mehr convergiren, wenn ihre Glieder theils 
positiv, theils negativ sind. 

*<>) Crelle'B Journal B. 1. S. 314. 

^^) Dirichlet: Sur les s^ries dont le terme g^näral dopend des 
deux angles, et qui servent ä exprimer des fonctions arbitraires entre 
des limites donnäes. Crelle'a Journal, B. 17. Der in dieser Abhand- 
lung enthaltene Beweis DiricMefs soll hier im engsten Anschluss an 
das Original mitgetheilt werden. 

Zunächst müssen wir Pn durch ein bestimmtes Integral ausdrücken. 
Zu dem Ende setzen wir in der Gleichung 

1 . -r -— = Po + Pi « + P, a » + . • • + P» «» 4- • • • 

V(l — 2a cos y -f a*) 

e^ statt c», wo ip einen von y unabhängigen Winkel zwischen und 
^r bedeutet. Dadurch nimmt die rechte Seite dieser Gleichung die 
^orm G -|- Hi an, wo 

G^ == Po + Pi cos t/; -f Pg cos 2 1/; -f ••• + Pn cos nt/; -f •• • 
£r= Pj sin V> -j- Pj sin 2i/; -j- • • • -j- Pn sin nip -{-••• 

^^er reelle und imaginäre Theil der linken Seite hat eine verschiedene 
^onn, jenachdem v kleiner oder grösser als y ist. Der reelle Theil 
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igt im ersten Fall — . ^-^ r , und im zweiten Fall 

y{2 (cos ijf — C08 y)) 

dn -^ ^ 



y(2 (cos y — COB V»)) 
es ist also auch 

^ cos 4 -0 j /3 sin ^ ^ 

G = —7 ^-^^ s oder G =- --p ^--^ r , 

y(2 (cos ip — cos y)) y(2 (cos y — cos -V)) 

jenachdem ^ <[ 7 » <>d6^ ^ I> 7* Ebenso findet man 

y(2 (cos ^ — cos y)) y(2 (cos y — cos ^); 

jenachdem ^ <[ y i oder -V > 7- 

Nach der bekannten Theorie der Sinus- und Cosinusreihen ist aber 

Pn =^ — I G COB n fjf dfjf und P» =» — I If sin nfjfd'tlf. 

Zerlegt man jedes dieser Integrale in zwei andere Theile zwischen den 
Grenzen und y, y und n^ und substituirt dann für G und H ihre 
oben angegebenen Werthe, so wird 

« ^ ^^^ „^ — 3 T~"/> , 2 /^cos n^ sin \ '^dip 



2 /^cos nV» cos ^ V»^^ 1 2 hi 
* «/ V (2 (cos V> — cosy)) ^ J ^ 



}/(2 (cos y — cos '^) ) * 
y 



>r 



p 2 /* sin n^ sin "i^^ ^d^ ,2 /"sin n^ cos ^ -^^d^ 

* J y(2 (cos -V — cos y)) '^ ,/ 1/(2 (cosy — cos ^)) - 

ü Y 

Hierbei ist es wesentlich zu bemerken, dass, nach der genannten 
Theorie, für n => das zweite Glied der Gleichung 2. sich auf die 
Hälfte reducirt, und dass die Gleichung 3. für diesen Fall ihre Gültig- 
keit verliert, indem P^ gar nicht in der Reihe H vorkommt. 

Diese Entwicklung des doppelten Ausdruckes für P» ist nicht 
strenge, weil wir nicht bewiesen haben, dass die Reihen G und H 
convergiren. Diese Convergenz findet, mit Ausnahme von ^ =» y, in 
der That statt. Wir ziehen es aber vor, a posteriori zu zeigen, dass 
die vorstehenden Ausdrücke wirklich die Coefficienten der Entwiddong 

der Wurzelgrösse 

1 

y(l — - 2a cosy 4-«') 

sind. Bezeichnet man mit Qn das erste der zwei Integrale der Glei- 
chung 2., so hat man 

y 
^ 2./* cos ntZ> cos 4 tZ> 

Qn^— l -77- ^^^^ drp , 

J y (2(co8 'i\) — cos y)) 
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and der numerische Werth des Qn ist offenbar kleiner als 

Y 



''J'} 



cos \ tp dif} 



y(2 (cos ip — cos y)) 



Die Beihe 

i Co + Öl« + %«' + ••• + e»«» + • • •, 

in welcher a einen positiven oder negativen echten Brach bezeichnet, 
ist also convergent. Um ihre Summe zu erhalten, setzen wir an die 
Stelle von Qq, Q^, Qa - ' - <^> ^^ ^ese Buchstaben bedeuten. So 
erhält man 



VI 





cos 4 ibdtb ,. . • • « • V 

(i + « cos -V + « cos 2^ + • • •) » 



y(2 (cos ^ — cos y)) 



oder, wenn man die convergente Reihe anter dem Integralzeichen 

1 1 — a* 

durch ihren bekannten Werth -^ • 7: i — 5 ersetzt , 

2 1 — 2acosV» + a 



1 — «« /• 



Y 

COS ^ ilfdilf 



]/(2 (cos -V — cos y)) 1 — 2a cos t/; + «' 



f y \;£ ^cos y> — cos y)j * •"* ^'^^ r -r •• 



m 



Durch die Substitution 5 • sin -^- = sin — , geht dies Integral über i 



1 
1 — g» /• ^Ä 1 

^ Jy(\^s^ (1 — «)* + 4a8in*-|-8» 

Führt man diese Integration nach den bekannten Methoden aus, so 
erhält man 

2 y(l — 2acosy + a*) 
Aehnlich könnte man die Summe der Reihe 

\Bo + B,a + R^a^ -] \- Rnan •] 

erhalten^ indem Mn das zweite Integral der Gleichung 2. bedeutet. 
Aber einfacher erhält man diese Summe durch folgende Betrachtung. 
Das allgemeine Glied 

7t 

T» 2 /* cos n'ü} sin Xtbd'ü) 

RnCCn = —anl -— ^ ^^ ^ 

* J yC2 (cos y — cos t/;); 
Y 

geht durch die Substitution ^ = w — -V^, wenn man beachtet, dass 

cos n (ä — T^) = ( — 1)»» cos ni/; , über in 

n — y 

COS n'V' cos \ypdtp 



1 ,- .,. r 



}/(2 (cos-V — cos (« — y))) 
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Dies allgemeine Glied resultirt aus dem der schon summirten Reihe, 
n&mlich ans 



2 / 

_«n I _ 



n - _ - „ , COS ni/> COS ^ t^d'iiit 



y(2 (cos -V» — cos y)) 





wenn man zugleich a mit — a und y mit n — y vertauscht. Man 
findet also 



2 y(l — 2« cosy + a*) 
und durch Addition der zwei Reihen 

y(l — 2« cos y + «*) 

wo Vn die Bedeutung des Ausdrucks 2. hat, was zu beweisen war. 

Um die Gleichung 3. zu verificiren, welche nicht f ür n = gilt, 
betrachten wir zuerst die Reihe , deren allgemeines Glied das Product 
aus a» und dem ersten der darin vorkommenden Integrale ist. Dies 
allgemeine Glied ist 

y . 
2 /* sin nü> sm \ 'üfd'tb 

^ J Vi^ (cos 'tp — cos y)) 



Es ist also folgende Summe zu bilden 

sin i i/;d^ , . , 9 - « . i x 

^ {aBiutp + cc^ sm 2^ -f- • • •) 



* J Vi^ (cos V» — cos y)) 



VI 



sin ^ Tpdip a sin 1^ 



y(2 (cosT^ — cosy)) 1 — 2 a cos t/; + a* • 


Beachtet man, dass ' 

a sin -ü; sin 4 ^ , , . (1 — «)' cos 4 il; 

— . o = 4 cos 4 1/; — 4 — ^^ — - — ^- r^ » 

1 — 2« cos 1/; 4- «2 ^ ^ ^ ^ 1 — 2a cos 1/; + a* ' 



so wird der vorstehende Ausdruck 

__ 1 / cos-^t^(^t/; (1— g)' /*_ 

V y(2 (cos 1/;— cosy)) ^ J } 



cos ^ t/;e7t/; 



1/(2 (cos t/; — cosy)) 1— 2acosi/;4-a«* 
ö 

Setzt man für diese beiden Integrale, von denen das erste schon bei 
der Summirung der Reihe ^ §0 + öi*^ + * * * vorkam, ihre Werthe, 
so erhält man 

_ J_ 1 1 — a 



2 2 y(i — 2acosy + a*) 
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Betrachtet man zweitens die Reihe, deren allgemeines Glied das zweite 
der Integrale 3. multiplicirt mit a» ist, so sieht man, wie oben, dass 
diese Reihe aas der eben sammirten resoltirt, indem man gleichzeitig 
a mit — a und y mit « — y vertauscht. Die Summe dieser Reihe 
ist also 



2 2 ]/(i — 2ac08y + a«) 
Vereinigt man diese beiden Resultate, so erhält man 



y(l — 2acosy + a*) 

'WO P durch die Gleichung 3. gegeben ist, welche somit verificirt ist. 
Wir können jetzt übergehen zur Betrachtung der Reihe 

4. ^ 2 (2^* + ^) A^' Bin ^' Cl\f{^\ 9) d^\ 



wo die Summe auszudehnen ist über alle Werthe von bis oo, und 
die Function /'('O'', <p') willkürlich, d. h. ohne einem bestimmten ana- 
lytischen Gesetz unterworfen zu öein, gegeben ist von ^' =: 0, 9' = 0, 
bis '^' = 7t, 9' = 2«. Es wird nur vorausgesetzt, dass diese Function 
zwischen diesen Grenzen nicht unendlich wird. Es ist Pn der Coeffi- 
cient von a« in der Entwicklung der Wurzelgrösse 



y(l — 2 a (cos-ö" cos^' + sin^ sin^' cos (9' — 9)) + «*) 

Man erhält diesen Coefficienten , wenn man in einem der für Pn er- 
haltenen Ausdrücke cos ^ cos ^' + sin ^ sin ^' cos {tp — 9) för cos y 
setzt. Um die Reihe 4. zu summiren, betrachten wir zunächst die 
Summe ihrer (n -|- 1) ersten Glieder, und zeigen, dass diese Summe 
gegen eine Grenze convergirt, wenn man n wachsen lässt. Wir setzen 
zunächst '8' = 0; auf diesen Fall lässt sich hernach leicht der Fall, 
wo diese Variable irgend einen Werth hat, reduciren. Für «ö" =» hat 
man cos y = cos ^', und Pn enthält die Variable tp nicht. Setzt man 
zur Abkürzung 



}^fn»\9)dfp' = F{»'), 





und schreibt y statt ^', so wird die Summe der (n + 1) ersten Glieder 
der Reihe 

TT 

S^Y f(^' + 3P, + 5P, + . . . + (2n + 1) P^) F (y) sin ydy. 


* 

Da der Buchstabe <&' schon durch y ersetzt ist, so werden die Aus- 
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drücke für P^, Pi , Pj • • • diejenigen sein, welche ans den Gleichungen 
2. und 3. resultiren, ohne daran irgend etwas zu ändern. 

Die vorstehende Summe kann in diese beiden zerlegt werden 

n 

r» 1 Ap. 4- P, + P, + . . . + P.) F(v) sin ydy 



n 
U = i\p, + 2P, + h nPn) F{y) sin ydy, 



welche wir nach einander bestimmen werden. Wir setzen in der ersten 
für Po, Pj ••• Pn die durch die Gleichung 2. gegebenen Werthe, und 
erhalten mit Rücksicht auf die bekannte Formel 

sin(2n+l) f 
1 + 2 cos 1/; + 2 cos 2i/; -| + 2 cos n^ =» , 

sm ^ 
2 







C08| Bin(2« + l)| 

dyf(y) sin yl / —7 r dib 

1/(2 (cos ^ - cos y)) gin « 



8in|l 8in(2n + l)- 

y(2 (cos y - cos t/;)) gj^ !^ 

2 

r 



7» 



Obgleich die auf t/; bezüglichen Integrationen zwischen Grenzen aus- 
zuführen sind, die von der Variablen y abhängen, auf welche sich die 
andere Integration bezieht, kann man doch die Reihenfolge der Inte- 
grationen umkehren, mit Hilfe folgender Formel 



X 



Die Richtigkeit dieser Formel ergiebt sich leicht aus folgender geo- 
metrischen Betrachtung. Seien x^ y^ (p(x, y) die rechtwinkligen Coordi- 
naten irgend eines Punktes einer krummen Oberfläche, so sieht man 
auf der Stelle, dass jedes der vorstehenden Integrale den Raum dar- 
stellt, der enthalten ist zwischen der Oberfläche, der Ebene der ä, y 
und den drei auf dieser letzten senkrechten Ebenen, deren Gleichungen 
sind y = Of X = a und y =a x. 

Man transformirt den ersten Theil von T, indem man ihn ver- 
gleicht mit der 'linken Seite der vorstehenden Gleichung, und diese 
linke Seite durch die rechte ersetzt; umgekehrt verfährt man mit dem 
zweiten Theil von T. So findet man: 



Anmerkungen. 171 



8iii(2n+-l)f 

T = :^ I n (V>)d^, 

sin- 




WO 



^ 



— , . , /* F(y) sin ydy ,.,./' F{y) sin ydy 

J V (2 (cos ip — cos y); J K(^2(co8y— cos^»); 

xfß 

JI(t/;) ist eine Function von t/;, die für jeden Werth von tp zwischen 
und n endlich bleibt. Denn ist M, abgesehen vom Zeichen, der 
grösste Werth, den F{y) in dem Intervall von y =— bis y = « an- 
nimmt, so ist klar, dass der numerische Werth des Integrals 

n 

F{y) sin ydy 



/, 



y(2 (cos V — cos y)) 
kleiner ist als 



-^ r sin ydy ^ __ ip 

M I '—^ r = 2 Jlf cos ^ . 

J V(2(cos'V; — 



'^^'^ , = 23fcos^ 

cos y) ) * 



Das andere Integral ist kleiner als 2 ilf sin ^ , und folglich ist 77 i^) 

kleiner als 2 3f . . 

Da die Function i7(V) nicht unendlich wird, so lässt sich leicht 
die Grenze bestimmen, gegen welche T convergirt, vermittelst eines 
Satzes aus der Theorie der Sinus- und Cosinusreihen, welcher lautet: 

Wenn die Function ({§) endlich bleibt von ^ = bis |3 = Ä (wo 
<[ Ä < ^ w), 80 convergirt das Integral 

A 







«»ir'''^ 



gegen -- «/"(O), wenn die positive Grösse "k unendlich wird. 

Es ist nöthig zu bemerken, und soll nachträglich bewiesen werden, 
dass dieser Satz auch dann noch gilt, wenn /*(^ für einen oder mehrere 
Werthe von /3 zwischen und ä unendlich wird, wenn dann nur 

J f{ß)dß = F{ß) zwischen und Ä endlich und stetig bleibt. 



Setzt man tp => 2ßy so ist 



1_ /*si 



n 
2 

sin (2n -f 1) (5 



sin ß 



n(2(J)d<J, 
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und es ergiebt sich unmittelbar aus jenem Theorem, dass die Grenze 

n 

von T für wachsende n gleich ist i/I(0), d. i. ^fF(y) cos y ^y. 



Wir betrachten jetzt die Reihe U. Für Pj , P^ - - • Pn setzen wir 
die Ausdrücke, welche die Gleichung 3. giebt, und kehren dann die 
Reihenfolge der Integrationen um mit Hilfe der Formel 5.; so er- 
halten wir 

6. U =»— I (i/») (sin 'if} -\- 2 Bin2tp -\- ' " -\- n Bin n^ifi) dtp , 



if 



wo 

^/ V ' . r 'F{y)Bmydy , , /* F{y) sinydy 

J y(2 (cosi/; — cosy}) J y{2 (cosy — cosi/?); 

Da die beiden Integrale, welche 0(yf) enthält, dieselben sind, welche 
in n(tf)) vorkommen, so schliesst man wie vorhin, dass die Function 
G (i/;) nicht unendlich wird. Aber wir müssen auch noch beweisen, 
dass die Function G{rp) von t^ = bis t/; = tt stetig ist. Diese Eigen- 
schaft findet auch dann noch statt, wenn auch die Function JP(y), 
welche in @{if)) enthalten ist, unstetig sein sollte. Es ist immer fest- 
zuhalten, dass F (y) endlich bleiben muss, was offenbar der Fall ist, 
so lange die Function /"C^', y') endlich bleibt. Uebrigens ist auch die 
Function 77 (t^) stetig , doch dies kam für die Reihe T nicht in Betracht 
um die Stetigkeit von Oi'if)) nachzuweisen, ist es offenbar hin- 
reichend, zu zeigen, dass jedes der beiden Integrale, die 0{tl>) ent- 
hält, stetig ist. Wenn in dem zweiten dieser Integrale tp um die 
Grösse c wächst, so wächst das Integral um 

/* F(y)Binydy /* l^(y) sin ydy 

y(2 (cos y — cos {if) + f ))) J y(2 (cos y — cos if))) 



Dieser Differenz kann man folgende Form geben 

- /V(y) r '^ '^ -J dy 

J Ly(2 (cos y — cos ip)) y(2 (cos y — cos (V» + e)))j 



f* F(y) sin ydy 



-/. 



1/(2 (cos y — cos {tp + *))) 

1// 

Da der Factor von F(y) in dem ersten dieser beiden Integrale inne^ 
halb der Integrationsgrenzen offenbar immer positiv bleibt, so ist das 
Integral, abgesehen vom Zeichen, kleiner als das Integral dieses Factoir 
multiplicirt mit dem grössten Werth von J^(y) , welchen wir, wie . 
oben, durch M bezeichnen. Führt man die letztere Integration aoB, 
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so findet mau, dass der namerische Werth des Integral» nicht grösser 
sein kann als 

Ebenso findet man, dass der numerische Werth des zweiten Integrals 
kleiner ist ^als 




2Jlf|/('8in|8in(v+Y)) 



Da die yorstehenden Ausdrücke mit s verschwinden, so ist das Integral 



/i 





F(y) sin ydy 
y(2 (cos y — cos tf))) 



eine stetige Function von t/;. Dasselbe lässt sich ebenso von dem 

zweiten in 0(tlf) vorkommenden Integral zeigen. Die Stetigkeit von 

S{ip) ist somit bewiesen. 

Man sieht auf der Stelle, dass diese Function für die Werthe 

^ SS und t/; =s 9r verschwindet, oder dass diese beiden Gleichungen 

stattfinden 

7. 0(0) = 0, 0(7r) = O. 

Wir setzen zur Abküraung — v— =» ®' (^), und untersuchen, was 

S^{ijf) wird, wenn i/; den Werth bekommt. Bezeichnen wir die beiden 
in ^(t/;) enthaltenen Integrale durch r und s, so ist 

* 

(t/;) = — I- gm — + S COS ^ , 

mithin, durch Differentiation, 

(ti>) = — — r cos ^ ^ « sin ^^ 3— sm ;r + 3— cos ^ . 

^^^ 2 2 2 2 dtp 2 ^ dif) 2 

Für tf> = iBt offenbar 

r == 1 i^(y) cos -|- dy, 8 = 0. 

Um -T- für t/; = zu bestimmen, beachte man, dass, wegen « =» , j- 

offenbar die Grenze des Verhältnisses 

1_ r F{y) Bin ydy 

^^ y(2 (cos y — cos «)) 


ist, wenn die positive Grösse s abnimmt. Dieses Verhältniss ist ent- 
halten zwischen 
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« « 

g^ r smydy ^^^ h^ r sin ydy 

^J y(2 (cos y — cos f)) ^ J y(2 (cos y — cos c)) ' 



oder, was dasselbe sagt, zwischen . 

sin 4 e . , sin 4.f 

WO ^ und h die äussersten Werthe von F{y) in dem IntegrationsintervaU 
bezeichnen. Da die vorstehenden Ausdrücke gegen die Grenze ^^'(O) 

convergiren , so ist -=— =s JR^ (o) , für i^ == 0. Man findet in ganz ahn- 

— _ dv 

lieber Weise den Werth von -^- für i^ = 0; es würde übrigens ge- 
nügen, sich zu überzeugen, dass dieser Werth nicht unendlich werden 
kann. Aus dem Vorstehenden schliesst man 

n 
8. ©'(0) = F(0> — ^ y F (y) cos i y dy. 



Wir nehmen jetzt den Ausdruck 6. für U wieder auf. Giebt man 
der Reihe 

sin ^ -|- 2 sin 2 1/; -|- • • • -|- n sin ni/; 
die Form 

— T- (i + cos t/' + cos 2 1/) H h cos Ml/)) = — 43 ^-: — \ <-^-^ , 

so wird 

n 
TT i /V. / s ^ 8111 (2w + 1) 4t^ ^ 

nj ^^^ d'tif sm ^^ ^ ' 



und hieraus durch theilweise Integration 

TT 1 r^', x8in(2n-f 1)^1^ , 
nJ ^^^ sm -i i/> ^ * 



indem das vor das Integi^lzeichen tretende Glied 

_ eu,) Bin(2n + l)i» 

sin^i/) 

verschwindet, weil G{^) für die Integrationsgrenzenj^ = und '^ == « 
nach 7. verschwindet. Die theilweise Integration ist statthaft, weil 
6^(V>), wie gezeigt, innerhalb der Integrationsgrenzen stetig ist. Nun 
sieht man klar, mit Hilfe jenes schon für T benutzten Theorems, dass 
ü gegen die Grenze ©'(0), d. h., nach 8., gegen die Grenze 

tt 





AnmerkuDgeD. 175 

convergirt, und zwar selbst dann, wenn die Function 0'(i^) für gewisse 
Werthe von ip unendlich werden sollte; denn dieser Umstand nimmt 
dem Satze, wie schon bemerkt, seine Gültigkeit nicht, so lange nur 

das Integral r 0'(i/>)di/> =— 0(i/;) endlich und stetig bleibt, was in der 



That der Fall ist. 

Vereinigt man die erhaltenen Kesultate, so ist klar, dass die 
Summe 6' = T + U für wachsende Werthe von n gegen die Grenze 
1^(0) convergirt. Hieraus folgt, dass die Reihe 4., wenn man darin 
^ = setzt, convergent ist, und zur Summe F(0) hat; und da 

27t 



so ist diese Summe das Integral 

2ft 



^ /7(0, 9)d'p'. 





Auf diesen speciellen Fall lässt sich der allgemeine Fall, wo man ^ 
und 9 in der Reihe 4. beliebige Werthe beilegt, leicht durch eine 
geom^rische Betrachtung zurückführen. Man denke sich eine Eugel- 
fläche mit dem Radius 1, und lege durch einen festen Punkt der- 
selben einen Bogen eines grössten Kreises, der gleichfalls als fest be- 
trachtet und nur nach einer Seite hin verlängert )¥erden soll. Die 
Lage irgend eines Punktes der Eugelfläche ist bestimmt durch den 
zwischen diesem Punkt und dem festen Punkt enthaltenen Bogen 
eines grössten Kreises und durch den Winkel, welchen dieser Bogen 
mit jenem festen Bogen bildet. Durch diese beiden sphärischen Polar- 
coordinaten, die wir &' und 9' nennen wollen, lässt sich ofiPenbar die 
Lage eines jeden Punktes der Kugelfläche bestimmen, wenn man ^' 
alle Werthe zwischen und w, und 9' alle Werthe zwischen und 
2 TT ertheilt; das auf diese Ceordinaten bezogene Element der Kugel- 
fläche hat zum Ausdruck sin 9''d9''d(p. Das Integral 

2n 



F(»')^^rm\9)d9 





ist der mittlere Werth aus allen Werthen der Function f{d'\ 9'), welche 
den verschiedenen Punkten der Peripherie eines um den festen Punkt 
als Mittelpunkt mit dem sphärischen Radius d^' beschriebenen Kreises 
entsprechen. Wenn die Function f(d-', (p) für ^' = unabhängig von 
(p wird, so ist 

2ä 
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und die Summe der Reihe 4. wird mit dem im Anfangspunkt der 
Coordinaten stattfindenden Werth der Function f{^'y fp) zusammenfallen. 
In dem allgemeinen Fall hingegen, wo für '^' = die Function /*(^', tp) 
nicht unabhängig von tp wird, wird dieselbe in dem Coordinaten- 
anfangspunkt unendlich viele verschiedene Werthe haben und rings 
um denselben herum unstetig sein. Da die Summe der Reihe 4. immer 

2n 

den Werth j— 1 f{0, (p')d(p' hat, so wird dieselbe in letzterem Falle 

27t J 


gleich dem mittleren Werth aus allen Werthen von f(d-\ tp) sein, 
welche auf der Peripherie eines unendlich kleinen Kreises, dessen 
Centrum der Coordinatenanfangspunkt ist, stattfinden. 

Um nun von dem Fall, wo -O" = ist, überzugehen zu dem all- 
gemeinen Fall , wo 9" und <p beliebige Werthe (die aber kleiner als n 
und 2 TT sind) haben, betrachte man aufmerksam das allgemeine Glied 
der Reihe 4. in jedem der beiden Fälle. In beiden Fällen ist dasselbe 
ausgedrückt durch ein Doppelintegral, welches über die ganze Eugel- 
fläche auszudehnen ist, und dessen Element ein Product aus zwei 
Factoren ist. Der erste Factor fifi'^ tp) sin d-' dd^' d (p\ d.i. das Flachen- 
element multiplicirt mit dem daselbst stattfindenden Werth von 
f{9\ 9')» ist für beide Fälle derselbe; ein Unterschied findet mu in 
Bezug auf den zweiten Factor Pn statt. In dem ersten Fall ist dieser 
Factor Pn eine gewisse Function von der sphärischen Entfernung ^' 
des Oberflächenelements vom Coordinatenanfangspunkt, und im zweiten 
Fall ist Pn dieselbe Function von y, wo y durch die Gleichung 

cos y = cos 9" cos 9' -J- ^in 9 sin &•' cos (9' — 9) 

gegeben ist, und da y, wie aus der Trigonometrie bekannt, die Ent- 
fernung der beiden Punkte ist , welche die Coordinaten d; 9 und 9', tp' 
haben, so ist klar, dass die beiden Fälle sich nur dadurch unter- 
scheiden, dass der Anfangspunkt für die Entfernungen, welcher im 
ersten Fall mit dem Coordinatenanfangspunkt zusammenfallt, sich im 
zweiten Fall in irgend einem Punkt -O", 9 befindet. Die Natur der 
Reihe 4. ist also in jedem der beiden Fälle dieselbe. Man kann daher 
das oben gefandene Resultat auf den allgemeinen Fall übertragen, und 
findet so, dass die Reihe 4. eine convergente Reihe ist und dass die 
Summe derselben der mittlere Werth aller Werthe der Function fiß"', tp) 
ist, welche stattfinden in den verschiedenen Pühkten der Peripherie 
eines unendlich kleinen Kreises, der den Punkt (^, tp) zum Mittel- 
punkt hat. 

Wenn demnach um den Punkt {9, tp) herum die Function f{9\ 9') 
nicht unstetig ist, so fällt jener mittlere Werth mit ({9^ tp) zusammen, 
welches dann die Summe der Reihe 4. ist. 
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Nachtrag. 

Es ist noch zu zeigen, dass der in diesem Beweis benutzte Satz 
aus der Theorie der Sinus- und Cosinusreihen auch dann gilt, wenn 
f{ß) für einen oder mehrere Werthe von ß zwischen und /* unendlich 

wird, wenn dann nur F(ß) ^^Jf(ß)dß zwischen und h endlich und 



stetig bleibt. 

Aus der Theorie der Sinus- und Cosinusreihen ist auch dieser Satz 
bekannt : 

Wenn die Function f{fi) von j3 = ^ bis |J =* ä endlich bleibt (wo 
<^g <^h ^ ^n)y 80 verschwindet das Integral 

h 



J' 



m w ■"' 



für k= <x>. 

Nehmen wir nun an, dass f{ß) nur für /3 = c unendlich wird, in- 
dem die folgenden Schlüsse leicht auszudehnen sind auf den Fall einer 
grösseren Anzahl von Werthen. Sei s eine positive Grösse, welche 

wir als unveränderlich voraussetzen , während k über jede Grenze hinaus 

h 

wächst; wir zerlegen das Integral I f{ß) -. -^ dß in vier andere, die 



resp. folgende Grenzen haben: 

und c — «; c — s und c; c und c -\- s; c -\- s und h. 

Da die Function f{ß) nicht unendlich wird innerhalb der Grenzen des 
ersten und vierten dieser neuen Integrale , so werden diese beiden Inte- 
grale, für Ä; = oo, resp. ^«/'(O) und 0. Was die zwei anderen Inte- 
grale anbetrifft, so kann die willkürliche Grösse c so klein gewählt 
werden, dass f{ß) immer dasselbe Zeichen behält von ß =^ c — s bis 
(5 =— c, und ebenfalls dasselbe Zeichen von p = cbis(5 = c4-fi, indem 
freilich das letzte Zeichen verschieden sein kann von dem ersten, da 
ja f{ß) beim Uebergang durch das Unendliche sein Zeichen wechseln 
kann. Dann ist klar, dass das zweite und dritte Integral, abgesehen 
vom Zeichen, und was auch k sei, resp. kleiner sein werden als die 
Grössen 

' l^(c) — F(c — s) F {c + s) - F{c) 
sin (c — f) ' sin c. 

Da F{ß) nach der Annahme eine stetige Function von ß ist, und c von 
und von jedem anderen Vielfachen von n verschieden ist (da ja 
c <C\7t)j 80 ist klar , dass die vorstehenden Grössen kleiner als jede 
gegebene Grösse werden können, wenn man e hinreichend klein wählt. 

Dirichlet, Potcntialtheorie. 12 
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Folglich ist inf{0) die Grenze des Integrals //TP) ^^^ ^P för 

J sin p 



wachsende k. 

**) Da dieser Aasdruck immer positiv ist, so ist der Winkel ^o 
spitz. Jener Kreis theilt die Engelfläche also in zwei angleiche Theile, 
and zwar ist der dem Pankte {i zugewandte, auf dem sich die mit f» 
ungleichartige Elektricität befindet, der kleinere. Das Verhältniss 
jener beiden Theile nähert sich der Einheit mit wachsender Entfernung 
des Punktes ii von der Kugel. Die auf jedem der beiden Theile be- 
findliche Elektricitätsmenge ist, abgesehen vom Zeichen, gleich dem 
Integral 

a^CdfpJk sin 'O'c^'O'. 

Die Integration ergiebt " " 



M 



-:(»(' -(")■)' -K (")")) 



**) Dieser Satz rührt von Poisson her. Die betreffende Abhand- 
lung Poisson'B findet sich im Bullet, de la soc. philom. 1824. 49; auch 
im Bullet, univ. des sc. math. II. 146; im Auszug in den Ann. de Ch. 
et de Ph. 1824. Fdvr. 

**) Dies Problem hat Poisson in der schon unter ") citirten Ab- 
handlung aufgestellt und gelöst, s Die hier gegebene Lösung ist im 
Wesentlichen die Pois^on'sche. 

**) Der Beweis beruht auf einem Satze von Legendre, nach welchem 

fPn (cos (ö) dqp' = 2 W P« (cos ») Pn (COS -0"') (1) 



ist, wo 

cos Q) := cos -O" cos -O"' + sin -O" sin -O*' cos qp' 

ist. (S. Heine, Handbuch der Kugelfunctionen 1861. §. 67.) 

Das aus den einzelnen Massen Ä, B . . . bestehende Massensystem 
liege symmetrisch um irgend eine Axe. Die Masse Ä umschliesse 
schalenförmig einen massenleeren Raum. Der Punkt gehöre dem 
Stück der Axe innerhalb A an, auf welchem das Potential des Massen- 
systems als constant vorausgesetzt wird. Wir nehmen diesen Punkt 
als Pol eines Polarcoordinatensystems an, und die Axe als die feste 
Linie, von welcher aus die Winkel gezählt werden sollen. Die Po- 
larcoordinaten irgend eines Punktes des Massensystems seien q\ ^', qp'; 
der Punkt, auf welchen das Massensystem wirkt, habe die Coordinaten 
Q, '9', 0, indem man die Coordinate qp desselben, der Allgemeinheit 
unbeschadet, gleich Null setzen kann. 

Wir wollen annehmen, dass sämmtliche Massen A, B . , ., wie 
es in unserem Problem der Fall ist, über Flächen vertheilt sind; sollten 
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übrigens einige derselben, oder alle, einen Raum ausfüllen, so werden 
die folgenden Schlüsse dadurch nicht wesentlich modificirt. Nennen 
wir das Potential des Massensystems V, und den Factor, womit d^' dtp 
zu multipliciren ist, um die auf irgend einem Flächenelement befind- 
liche Masse zu erhalten^ k\ so ist*) 



./; 



Je' dO"' drp 



Vi^"^ + 9'* — 2pp' cos cö) 
cos OD = cos -ö" COS %•' + sin ^ sin 0"' cos qp'. 

Die Integration erstreckt sich über sämmtliche Massenelemente. Die 
kleinste Entfernung des Punktes O von irgend einem Punkte der 
Masse A sei B, und r irgend eine Grösse, die kleiner als B ist; dann 

lässt sich die Grösse - ; für alle Punkte, die 

V(9^ + 9^ — 2^9' cos w) 
innerhalb der Kugel liegen , deren Mittelpunkt O , und deren Radius r 

ist, in diese convergirende, nach Potenzen von -i fortschreitende Reihe 

9 

entwickeln : 

1 ^ 

, Pq (cos (o) + ,.y P, (cos «) + -73 Pjjcos co) + • . . . 

För alle jene Punkte ist demnach, da k' und q der Voraussetzung zu- 
folge von q>' unabhängig sind, 

U ü 

2ft 

u 

wo das Summenzeichen Z sich auf sämmtliche Massenelemente be- 
zieht, die demselben Winkel -ö"' entsprechen. Berücksichtigt man nun 
die Gleichung (1), so lässt sich die vorstehende Gleichung auch so 
schreiben: 

V= a + qP, (cos-»-) ß + 9«Ps (cos'^)y H (2) 

wo a, ßy y ' ' ' von & unabhängige Constante sind, nämlich 



*) Bezeichnet 'tp' den Winket, den die auf dem Flächenelement 
nach innen errichtete Normale mit q' bildet, und t die Dichtigkeit, so 

L O RlTl 'S" 

ist k' = — ; — , da ja das Element einer Kugelfläche mit dem Ra- 
dius Q gleich Q^ sin 9"' d^' d(p ist. 

12* 
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k' 



a^2n fd^'^ 





71 



j3 == 2« /d-Ö-'P, (cos-^') ^-^ 



u 

7t 



= 27» ld%'' 



P, (cos -^') 2^ 



u 

U. 8. f. 



In den auf der Axe liegenden Punkten innerhalb jener Kugel, 
für welche -Ö* = ist, hat V mithin den Werth 

f» + Qp + Q^y -\ 

Auf der Axe, oder wenigstens auf einem, wenn auch noch so kleinen, 
endlichen Stück der Axe, welches innerhalb der Kugel föllt, soll V 
constant sein; dies kann nur dann der Fall sein, wenn die Coefficienten 
(5, y . . . sämmtlich gleich fTull sind. Folglich ist nach (2) für alle 
Punkte innerhalb der Kugel mit dem Radius r, V = a, d. h. das 
Potential constant. Nun hat Gauss {Allgemeine Lehrsätze in Beziehung 
u. s. w. Art. 21.; Gauss' Werke, herausgegeben von der K. Ges. d. W. 
zu Göttingen, B. V. pag. 223) folgenden Satz bewiesen: 

„Das Potential V von Massen^ die sämmtlich ausserhalb eines 
zusammenhängenden Baumes liegen, kann nicht in einem Theil 
dieses Baumes einen con stauten Werth und zugleich in einem 
andern Theil desselben einen verschiedenen Werth haben." 

Somit gilt jener constante Werth a für alle Punkte des von A ein- 
geschlossenen Baumes. 

*®) Es ist nicht schwer, folgende Gleichungen zu verificiren: 

p =: r = n 



'n == - % 



+1 

a 



Es genügt also , die Grössen p^, g„ , q^' für jedes n mit Hilfe der auf- 
gestellten Gleichungen zu berechnen; daraus ergeben sich die übrigen 
Grössen p^\ r^\ s^\ s^ , r^ für jedes n durch Multiplication oder Di- 
vision mit a oder 5. 

^') Für die nunäerische Berechnung der Dichtigkeit ist es von 
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Nutzen mit Poissmi zu bemerken, dass die Glieder einer jeden der 
beiden unendlichen Reihen, für ein hinreichend grosses n, als Glieder 
einer geometrischen Reihe betrachtet und demgemäss summirt werden 
können. Statt der Reihe 

,2 /,2 



^ PnJ-l<1n 



m * 



schreiben wir ^ "f" ^ . Nun waren die Grössen p^ und q^ von 
der Form 



— /* 



Nehmen wir für w die Wurzel, welche grösser als 1 ist, so wird w— » 

liald so klein werden, dass es gegen o^ vernachlässigt werden kann, 
BO dass wir haben 



oo 



Setzen wir diese Werthe ein in ^^ , so geht (Jiese Summe über in 

nt=m-\-l 
1^ ^ h"^^ (O'" \^ \^ I \^l ) 



(a* — 2ah cos 

,2 



(a« — 2a6 cos -O" + h^)i o)''*(o) - l) ' 

'^) Dieser Satz ist bekannt unter dem Namen des Z)inc^Ze<^8cben 
Princips. 

*^ Es bezeichne (a, p) wieder den Werth desjenigen u in irgend 
einem Punkt eines schalenförmigen Raumes, welches an der einen 
GhrQnzfläche desselben den Werth a, an der anderen den Werth ß an- 
nehmen soll. Behauptet wird, dass {a -\- d ^ ß) , in demselben Punkt 
, grösser ist als (« , ß) , wenn d in allen Punkten der ersten Grenz- 
fläche einen positiven Werth hat. Nach dem Princip der Super- 
position ist nämlich 

Nach dem « w iBiBu Princip liegt (^,0) in jedem Punkt des Raumes 
zwiieb' *-*•*-* 'leinen Werthen des u an den beiden Grenzflächen; 
mif*^ positiv, da der an der einen Grenzfläche stattfindende 

We . positiv, der an der zweiten Grenzfläche stattfindende 

tf i«'olglich muss 
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sein. Ebenso zeig^ man, dass 

ist. 

^^) Gauss: Allgemeine Lehrsätze in Beziehung auf die im verkehrten 
Verhaltnisse des Quadrats der Entfernung wirkenden Anziehungs- und 
Abstossungskräfte. Art. 31 bis 34. Gauss' Werke, B. V. Dirichlet'B 
Beweis ist wesentlich von dem Gauss' sehen verschieden. 

'*) Gauss: Erdmagnetismus und Magnetometer. Gauss' Werke, 
B. V. S. 320 und 321. 

/^) Gauss: Intensitas vis magneticae terrestris ad mensuram abso- 
lutam revocata, Art. 5. Gauss* Werke. B. V. 

^^) Gauss: Allgemeine Theorie des Erdmagnetismus. Art. 15. Gauss* 
Werke, B. V. 

^*) Da bei der Hypothese, dass die erdmagnetische Kraft aus- 
schliesslich im Innern der Erde ihren Sitz habe, die Eenntniss des 
Werthes der nach Norden gerichteten Componente in allen Punkten 
der Erdoberfläche hinreichte, um den allgemeinen Ausdruck (3) von t7 
für den ganzen unendlichen Baum ausserhalb der Erdoberfläche daraus 
abzuleiten, so kann man aus jener Eenntniss auch alle drei Compo- 
nenten, nicht bloss auf der Erdoberfläche, sondern gleichfalls für den 
ganzen unendlichen. Raum ausserhalb derselben ableiten. Der Ueber- 
sicht wegen stellen wir die vier Formeln für v, X, Y^ Z zusammen. 
Ist auf der Erdoberfläche 

-JXc?^ = CT, + r, + T, + . . . , 



wo sämmtliche Constanten der Kugelfunctionen U^ , T^ , T, • • • als bekannt 
anzusehen sind, so ist für irgend einen Punkt ausserhalb der Erdoberfläche 

q d» \q) \d» '^ K d» '^ \q} 'd9 '^ ' ' ' ) 

Y _ i äv 

Q sin ^ d(p 

= _/^\'-^ /^ + -— ' + r-V^ + • • "i 

\q) sin&ydcp Q d(p \Q J d(p J 

T^ hat den Werth —- + U^, wo K den Werth des V am Pol be- 

XV 

zeichnet. Vgl. Gauss a. a. 0. Art. 19. und 20. 
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^^) Gauss findet (a. a. 0. Art. 39. am Schluss), dass die nach der 
ersten Formel 

wenn man darin Tq =» setzt, berechneten Werthe von Z sehr gut 
mit den Beobachtungen übereinstimmen, während letztere mit der 
zweiten Formel 

Z = — T, — 2 r, — 3 Tj 

ganz und gar unverträglich sein würden; deshalb sei „die Unstatt- 
haftigkeit der Hypothese, die die Ursache des Erdmagnetismus in den 
Baum ausserhalb der Erde stelle, als erwiesen anzusehen". Zu An- 
ÜEing des Art. 40. heisst es: „Indess darf hiemit die Möglichkeit, dass 
ein Theil der erdmagnetischen Kraft, wenn auch nur ein vergleichungs- 
weise sehr kleiner, von .oben her erzeugt werde, noch nicht als ent- 
schieden widerlegt betrachtet werden". 

Der Inhalt unseres folgenden Paragraphen 45. findet sich in diesem i' 
'Artikel 40. 
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